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POSVETA

Ovaj je rad posveéen svim buduéim uciteljima i uciteljicama kako bi se dodatno informirali
o mogucnostima obogacivanja pocetne nastave geometrije u nastavi matematike te kako bi

djeci dodatno priblizili i povecali interes za taj predmet.

Od srca zahvaljujem svojoj obitelji, najvise mami i tati, koji su od pocetka mog studiranja
moja podrska i oslonac u svim mojim usponima i padovima. Izdrzali smo do kraja i
zajednickim snagama danas dosli do konacnog uspjeha - vrhunca mog dosadasnjeg

obrazovanja, koraka u novi zivot. Cijelo to potignuce predstavija upravo ovaj rad pisan s

puno ljubavi, Zara i ponosa.

Uz moju obitelj, velike zahvale dugujem i svim svojim bliznjima koji su bili uz mene, kao i
svojoj mentorici profesorici dr. sc. Nevi Slani, v. pred., bez koje ovaj rad ne bi bio moguc te

koja je strpljivo ispravljala svaku moju recenicu i pogresku.

‘

., Tko razumije geometriju, posjeduje moc¢ razumijevanja svijeta. ‘

Galileo



SAZETAK

Matematika kao nastavni predmet ima znaajnu ulogu u razvijanju vaznih individualnih
vjestina kao Sto su kriticko razmisljanje, logi¢ko povezivanje, kreativnost, samoinicijativnost,
sposobnost rjeSavanja zadataka i brojne druge. Jedna od grana matematike koja doprinosi
razvoju tih vjestina je geometrija. Ona je posvecena proucavanju oblika, tijela, prostora i
njihovih odnosa. Tema ovog diplomskog rada odabrana je kako bi se ispitale mogucnosti da se
uvrStavanjem crtica i ideja iz povijesti geometrije obogati nastava matematike od prvog do
cetvrtog razreda osnovne Skole. Integriranjem takvih sadrzaja ostvarila bi se 1 ve¢a povezanost
izmedu dva predmeta, Matematike i Prirode i drustva u dijelu koji se odnosi na povijest i
povijesna razdoblja. Rad je motiviran idejom unapredenja nastave geometrije integriranjem
povijesnih sadrzaja te se u njemu analizira zasnovanost takve ideje. Zapocinje prethodnim
pregledom povijesnog razvoja geometrije, od razvoja pisma pa sve do modernog doba. U
narednom poglavlju analizira se literatura koja istrazuje metode i dobrobiti obogacivanja
nastave matematike i posebice geometrije povijesnim sadrzajima. Slijede konkretni prijedlozi
obogacivanja redovne razredne nastave geometrije povijesnim crticama. Prijedlozi su uskladeni
i vodeni kurikulom nastavnog predmeta Matematika iz 2019. godine. Zatim slijedi devet
projektnih zadataka koji su pogodni za provedbu u niZim razredima osnovne skole. Izdvajaju
se ciljevi provedbe svakog zadatka, navode se materijali potrebni za njihovu provedbu kao i

hodogrami aktivnosti koji su potrebni za provedbu svakog projektnog zadatka.

Kljuéne rije¢i: matematika, geometrija, znanost, razredna nastava, povijesne ideje, povijest

geometrije



SUMMARY

Mathematics as a subject plays a significant role in developing important individual skills such
as critical thinking, logical reasoning, creativity, initiative, problem-solving ability, and many
others. One branch of mathematics that contributes to the development of these skills is
geometry. It is dedicated to the study of shapes, bodies, spaces, and their relationships. The
topic of this thesis was chosen to explore the possibilities of enriching mathematics teaching
from the first to the fourth grade of primary school by incorporating anecdotes and ideas from
the history of geometry. By integrating such content, a greater connection could be achieved
between the two subjects, Mathematics and Nature, in the part related to history and historical
periods. This work is motivated by the idea of improving geometry teaching by integrating
historical content, and it analyzes the foundation of such an idea. It begins with a review of the
historical development of geometry, from the development of writing to the modern era. The
next chapter analyzes literature that investigates methods and benefits of enriching mathematics
teaching, particularly geometry, with historical content. Following that are specific proposals
for enriching regular geometry classroom instruction with historical anecdotes. The proposals
are aligned with and guided by the 2019 curriculum for the Mathematics subject. Then, nine
project tasks suitable for implementation in the lower grades of primary school are provided.
The objectives of each task are highlighted, and the materials needed for their implementation,

as well as the activity schedules necessary for the execution of each project task, are specified.

Keywords: mathematics, geometry, science, primary education, historical ideas, history of

geometry
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1. Uvod

Matematika kao temeljna znanstvena disciplina i temeljni nastavni predmet igra klju¢nu
ulogu u razvoju kritickog misljenja, analitickih sposobnosti i rjeSavanju problema u zivotu
svakog pojedinca (Whitney-Smith i sur., 2022). Ona je ,,znanstveno razvijeni logicki sustav
koji proucava idealne objekte i pojmove nastale apstrakcijom brojenja i mjerenja te povezuje
varijable (npr. promjenljive velicine), apstraktne strukture (npr. brojeve, skupove, vektore) i
prostore (npr. euklidski, vektorski, metricki, normirani)“.! Unato¢ apstraktnoj naravi ima
izrazito bogatu i dugotrajnu povijest, sa zaCecima u prapovijesti, 1 fascinantnu unutarnju
uredenost. ,,Matematika je pronicavost i domisljatost i1 bljesak necega shva¢enoga odjednom,
ali ona je takoder nesto kristalno ¢isto i postojano kao goticka katedrala® (Berlinski, 2011:16).
Ebrahim (2010:1) kaze kako je matematika drevno podrucje ljudskog znanja prisutno veé¢ u
najranijim pisanim zapisima o ¢ovjeku, prapovijesnim arheoloskim dokazima i u kognitivnim
sposobnostima ¢ovjeka. Najraniji pravi matematicki tekstovi datiraju iz priblizno 2000. godine
pr. Kr., no postoje i stariji zapisi iz do priblizno 3000 godina pr. Kr. koji svjedoce o postojanju
matematicke misli u kulturama starog Egipta i starovjekovnih naroda Mezopotamije. No,
matematika je, a moguce 1 geometrija, starija od prve pisane rijeci, a moguce 1 bilo kakvih
zapisa. Sto je i kada ponukalo ovjeka da broji, mjeri i crta geometrijske oblike mozemo samo
spekulirati (Merzbach i Boyer, 2011). Artefakti koji dokazuju da je davni ¢ovjek brojao stari su
1do 40 000 godina prema dana$njim pretpostavkama, a postoje i oni stari oko 7000 godina koji
su sluZili za brojenje.

Povijesni razvoji matematike i geometrije usko su povezani te je tako geometrija uz
aritmetiku najstarija grana matematike. Geometrija se bavi promatranjem i analizom oblika u
prostoru naglaSavaju¢i simetrije, sukladnosti, sli¢nosti, uzorke 1 druga svojstva koja se ¢ine
intuitivna, ali nudi i vizualan nacin prikazivanja i promisljanja odnosa Cisto apstraktnih entiteta.
Zapravo, ona je najraniji i najljepSi primjer vjezbanja dobrog zaklju€ivanja 1 njenim
izuCavanjem vjezba se jedan od najboljih sustava zakljucivanja koje su ljudi pronasli u
povijesti.? Znanje geometrije pomaZe udenicima u razvoju razli¢itih sposobnosti poput
kritickog razmisljanja, logi¢kog povezivanja i argumentiranja, prostornog zora, kreativnosti,

samoinicijativnosti, dokazivanja i brojnih drugih (Jablonski i sur., 2023).

! matematika. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. — 2024.
Pristupljeno 2.9.2024. https://enciklopedija.hr/clanak/matematika

2 geometrija. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. — 2024.
Pristupljeno 5.9.2024. https://www.enciklopedija.hr/clanak/geometrija
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S obzirom na bogatu povijest geometrije, i poduc¢avanje geometrije ima bogatu tradiciju. U
prilog tome govori i Cinjenica da Skolska geometrija, euklidska, pociva intenzivno na
Euklidovim 1 opcenito idejama starogrckih matematicara, i crpi najvaznije povijesne ideje do
19.st prezentirajuci ih u proc¢is¢enoj verziji. Stoga poznavanje povijesti i korijena matematickih
ideja zasigurno pomaze u razumijevanju matematike pa je razumno pitati se koliko bi povijesne
ideje 1 postignuca trebalo uvrstiti u samu nastavu matematike, posebno geometrije te bi li time

nastava postala kvalitetnija, a njeni rezultati bolji.

U ovom radu pokusalo se odgovoriti na pitanja moguénosti inkluzija povijesnih sadrzaja
u nastavi geometrije, orijentirano na razrednu nastavu. Geometrija je prema mnogobrojnim
istrazivanjima danas u¢enicima dosta nerazumljiva i teska, ali i izazovna te je ispitivanje metoda
1 sadrzaja kojima bi se kod ucenika potaknuo interes i Zelja za u¢enjem geometrije, odnosno
matematike, sigurno od velike vaznosti za unapredenje kurikuluma (Sriraman, 2005). Pogotovo
kad se u obzir uzme koliko je znanje geometrije vazno u svakodnevici te za mnoge profesije,
primjerice graditeljstvo, arhitekturu, automobilsku industriju, astronomiju, robotiku, umjetnost

i brojne druge.

Cilj rada je prakti¢an odgovor na koji se nacin povijesna saznanja i ¢injenice mogu
uklopiti u nastavu geometrije 1 je li se takva praksa ispitala i pokazala dobrom. Takoder, jedan
od ciljeva je utvrdivanje nacina i u¢inaka koriStenja povijesnih crtica u nastavi matematike kako
bi se poboljsala kvaliteta nastave matematike i u¢enicima olaksalo usvajanje zadanih odgojno-

obrazovnih ishoda.

Koristenje metode pri pisanju ovog diplomskog rada su teorijsko istrazivanje pregledom
znanstvene i stru¢ne literature, metoda sinteze (osobito u formulaciji zakljucaka i prijedloga za

unaprjedenja nastave matematike) te komparativna metoda.



2. Odnos matematike i geometrije te njihov poloZaj u nacionalnom
Skolskom kurikulu

Postoje mnoge definicije matematike, a prema mreznom izvoru matematika, ¢ije ime
dolazi od grcke rijeci znanost te je ,,egzaktna znanost koja izuCava aksiomatski definirane

apstraktne strukture koriste¢i se matematickom logikom*.®

Prema Klari¢i¢-Bakula (2007) naivna, ali povijesno razumljiva definicija matematike
glasi da je matematika znanost o koli¢ini i prostoru. Korijen ovakve jednostavne definicije je u
povijesti matematike, odnosno aritmetici i geometriji kao njenim polazistima. Klari¢i¢-Bakula
(2007:4-5) navodi i kako se slika matematike kroz (modernu) povijest mijenja, a intenzivno se
to dogada u 19. i poCetkom 20. st. Benjamin Pierce ju definira kao znanost o donosenju
potrebnih zakljucaka (Yadav, 2017). Time se naglasava logi¢ko zakljucivanje kao i srz

matematike, te dodatno isti¢e njen deduktivni karakter.

Mrezno izdanje enciklopedije Britannica navodi kako je ,,matematika znanost o
strukturi, redu i odnosu koja se razvila iz elementarnih praksi brojanja, mjerenja i opisivanja

oblika predmeta‘“.*

Prema Hrvatskoj enciklopediji Leksikografskog zavoda Miroslava KrleZe matematika
je ,znanstveno razvijeni logic¢ki sustav koji proucava idealne objekte i pojmove nastale

apstrakcijom brojenja i mjerenja te povezuje varijable, apstraktne strukture i prostore*. °

Kao $to razliciti izvori definiraju matematiku na razlicite nacine i s razlicitog gledista,
tako ne postoji jedinstvena definicija geometrije. Ipak, vece je slaganje oko toga Sto je
geometrija. Ve¢inom se geometrija definira kao grana matematike koja se bavi svojstvima
prostora 1 oblika odnosno figura u prostoru, kao $to su udaljenost, oblik, veli¢ina i1 polozaj.

Geometrija je, uz aritmetiku, jedna od najstarijih grana matematike.®

3 Matematika. (2024, srpanj 27). 'Wikipedija, Slobodna enciklopedija. Dobavljeno 16:26, rujna 5, 2024 iz
I/hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Matematika&oldid=6996165

4 Folkerts, M. , Knorr, . Wilbur R. , Gray, . Jeremy John , Berggren, . John L. and Fraser, . Craig G. (2024, August
29). mathematics. Encyclopedia Britannica. https://www.britannica.com/science/mathematics

5 matematika. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. — 2024.
Pristupljeno 5.9.2024. https://enciklopedija.hr/clanak/matematika

® Wikipedia contributors. (2024, August 24). Geometry. In Wikipedia, The Free Encyclopedia. Retrieved 17:14,
September 2, 2024, from https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Geometry&oldid=1241952882
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Prema Hrvatskoj enciklopediji Leksikografskog zavoda Miroslava Krleze geometrija je
»grana matematike koja u svojoj izvornoj problematici proucava polozaj, oblik i svojstva

geometrijskih tijela u prostoru te njihov medusobni odnos*.”

U Kkartici iz mreznog izdanja enciklopedije Britannica geometrija je ,,grana matematike
koja se bavi oblikom pojedina¢nih objekata, prostornim odnosima medu razli¢itim objektima i
svojstvima okolnog prostora®. Jedna je od najstarijih grana matematike nastala je kao odgovor
na prakticne probleme kao Sto su oni koji se nalaze u zemljomjerstvu, na Sto ukazuje i samo
znacenje grckih rijeci mjerenje Zemlje od kojih joj naziv potjece. No, geometrija ne mora biti
ograni¢ena na proucavanje geometrijskih objekata ravnih povrSina (ravninska geometrija ili
planimetrija) ili objekata u prostoru (geometrija prostora ili stereometrija), ve¢ cak i

najapstraktnije misli i slike mogu biti predstavljene i razvijene u geometrijskim terminima.®

Scriba i Schreiber (2005:5) navodi da je geometrija ,,grana znanosti koja se bavi

pravilnim uzorcima, oblicima i krutim tijelima*.

Prema Pravilniku o znanstvenim i interdisciplinarnim podrucjima, poljima i granama te
umjetni¢kom podrucju, poljima i granama® matematika spada u prirodne znanosti, a jedna od

njenih grana jesu geometrija i topologija.t®

U Nacionalnom okvirnom kurikulu iz 2019. navodi se da je matematika “znanost koja
izuCava kvantitativne odnose, strukture, oblike i prostore, pravilnosti i zakonitosti i druge
pojave. lzucava kvantitativne odnose, strukturu, oblike i prostor, pravilnosti i zakonitosti,
analizira slucajne pojave, promatra i opisuje promjene u razli¢itim kontekstima te daje precizan
simbolicki jezik i sustav za opisivanje, prikazivanje, analizu, propitivanje, tumacenje i
posredovanje ideja”. Cilj nastave Matematike prema istom je dokumentu ‘“stjecanje znanja,
vjestina, sposobnosti, nac¢ina misljenja i stavova nuznih za uspje$no 1 korisno sudjelovanje u
drustvu”. Navode se konkretne sposobnosti koje ucenje Matematike potice. U novim
kurikularnim dokumentima preskoceno je eksplicitno objasnjenje Sto je matematika, dok su
odgojno-obrazovni ciljevi podru¢ja dalje intenzivno razradeni. Medu postignu¢ima istaknuta

su znanja i vjestine, ali i posebno naglaSene matematicke kompetencije te kompetencije koje se

" geometrija. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. — 2024.
Pristupljeno 2.9.2024. https://www.enciklopedija.hr/clanak/geometrija

8 Heilbron, J. (2024, July 19). geometry. Encyclopedia Britannica. https://www.britannica.com/science/geometry
% https://www.zakon.hr/cms.htm?id=59278

10 NN 3/2024 (5.1.2024.), Pravilnik 0 znanstvenim i interdisciplinarnim podru¢jima, poljima i granama te
umjetnickom podrucju, poljima i granama
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poticu 1 njeguju matematikom. Pritom su matematicka znanja i vjeStine svrstane U pet
matematickih domena (Brojevi, Algebra i funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje, Podatci, Statistika
I vjerojatnost), dok se razvoj kompetencija posebno naglasava kroz primjenu matematickih
procesa (Prikazivanje i komunikacija, Povezivanje, Logi¢ko miSljenje, argumentiranje i
zaklju¢ivanje, RjeSavanje problema i matematiCko modeliranje, Primjena tehnologije)
(Nacionalni dokument matemati¢ckog podrucja kurikuluma, 2019). Gradivo Matematike ne
moze se i ne smije strogo svrstati u odredenu domenu ve¢ se one moraju povezivati i nuzno
isprepli¢u, $to vrijedi onda i za sadrzaje iz geometrije, no primarno oni pripadaju domenama

Oblik i prostor te Mjerenje. Naravno, bez domene Brojevi ne mozemo graditi domenu Mjerenje.

Prema Odluci o donoSenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne
Skole 1 gimnazije u Republici Hrvatskoj (NN 77/2019), mjerenje je usporedivanje neke veli¢ine
s istovrsnom veli¢inom koja je dogovorena jedinica mjere, a prilikom poducavanja ove domene,
usvajaju se standardne mjerne jedinice za novac, duljinu, povrsinu, volumen, masu, vrijeme,
temperaturu, kut 1 brzinu te ih se mjeri odgovaraju¢im mjernim uredajima i kalendarom.
Procjenjivanjem, mjerenjem, preracunavanjem i izracunavanjem veli¢ina odreduju se mjeriva
obiljezja oblika i pojava uz razloznu i u¢inkovitu upotrebu alata i tehnologije. Rezultati se

interpretiraju i izraZzavaju u jedinici mjere koja odgovara situaciji.

Domena Oblik i1 prostor u Odluci o donoSenju kurikuluma za nastavni predmet
matematike za osnovne i srednje Skole odnosi se na niz matematickih koncepata i1 vjeStina
povezanih s geometrijom, odnosno proucavanjem oblika, veliCina, prostora 1 njihovih
medusobnih odnosa. U okviru ove domene, ucenici stjeCu sposobnost vizualizacije, analize i
interpretacije geometrijskih oblika i struktura. Uc€enici uce prepoznati, opisivati i analizirati
osnovne geometrijske oblike (npr. trokut, kvadrat, krug, pravokutnik, kocka, kugla, valjak).
Ovo ukljucuje razumijevanje svojstava oblika, poput broja stranica, kutova, bridova, povrsine
1 volumena. ,,Rastavljanjem i sastavljanjem oblika usporeduju njihova svojstva i uspostavljaju
veze medu njima*“ (Odluka o donoSenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za
osnovne Skole i gimnazije u Republici Hrvatskoj, NN 77/2019). Iz uoCenih svojstava i odnosa
izvode se pretpostavke i tvrdnje koje se dokazuju crtezima i algebarskim izrazima. Uz to,
ucenici razvijaju sposobnost razumijevanja 1 opisivanja polozaja objekata u prostoru (npr.
iznad, ispod, pored, ispred, iza), u¢e mjeriti i izracunavati duljine, povrsine i volumene razlicitih
geometrijskih likova i tijela (Tablica 1). Ucenici se bave geometrijskim konstrukcijama
koriste¢i matematiCke alate poput ravnala 1 Sestara, razvijajuci tako preciznost i razumijevanje

osnovnih geometrijskih nacela. ,Interakcijom s ostalim domenama 1 matematickim
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argumentiranjem prostornih veza, rabe¢i prostorni zor i modeliranje, ucenici pronalaze
primjenu matematickih rjeSenja u razli¢itim situacijama. Prepoznaju ravninske i prostorne
oblike i njihova svojstva u svakodnevnome okruzju te ih upotrebljavaju za opis i analizu svijeta
oko sebe* (Odluka o donoSenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne $kole
i gimnazije u Republici Hrvatskoj, NN 77/2019). Geometrija pomaze ucenicima razumjeti
prostor i oblike oko sebe. Kroz geometrijske zadatke, ucenici uce kako prepoznati, opisati 1
manipulirati oblicima u dvodimenzionalnom i trodimenzionalnom prostoru. RjeSavanje
geometrijskih problema zahtijeva primjenu logike i deduktivnog zakljucivanja. Ucenici moraju
koristiti te vjestine kako bi dokazali teoreme ili pronasli rjeSenja, Sto im pomaze u razvoju
kritickog misljenja. Cesto se koristi u svakodnevnom Zivotu, od arhitekture do dizajna,
umjetnosti i inzenjeringa. Razumijevanje geometrijskih koncepata omogucava ucenicima
primjenu matematickih znanja u stvarnim situacijama. Mnogi sloZeniji matematic¢ki pojmovi,
poput trigonometrije i linearne algebre, temelje se na geometriji. Dobro razumijevanje
geometrije priprema ucenike za uspjeh u ovim naprednijim disciplinama te potic¢e ucenike da
vizualiziraju probleme i rjeSenja, $to je vazna vjeStina ne samo u matematici, ve¢ i u mnogim

drugim podruc¢jima poput znanosti, tehnologije i umjetnosti (NN 77/2019).

Tablica 1. Popis odgojno-obrazovnih ishoda i sadrZaja iz matematike u niZim razredima osnovne $kole

Razred Domena Odgojno-obrazovni ishodi Sadrzaj
MAT OS C.1.1. Geometrijska tijela (kugla, valjak, kocka,
Izdvaja i imenuje geometrijska kvadar, piramida, stozac) i likovi (trokut,
tijela i likove i povezuje ih s kvadrat, pravokutnik, krug). Ravne i
§ oblicima objekata u okruzju. zakrivljene plohe.
o
s MAT OS C.1.2. Ravne i zakrivljene crte. Otvorene,
% Crta i razlikuje ravne i zakrivljene | zatvorene i izlomljene crte.
o cl) crte.
[<3]
= O 5 - . —
] MAT OS C.1.3. Tocka. Tocka kao sjeciste crta.
o Prepoznaje 1 istice tocke.

MAT OS D.1.1. Odnosi medu predmetima (dulji — kraci —
Analizira i usporeduje objekte iz jednako dug, ve¢i — manji — jednak).

okoline prema mjerivu svojstvu.

D — Mjerenje
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MAT OS C.2.1.

Opisuje i crta duzine.

Duzina kao najkraca spojnica dviju
tocaka. Krajnje tocke. Stranice kvadrata,

pravokutnika i trokuta. Bridovi

1
o
2 geometrijskih tijela.
1.
o < " " — - B
g MAT OS C.2.2. Povezivanje geometrijskih objekata
g Povezuje poznate geometrijske (geometrijska tijela, geometrijski likovi,
S L|> objekte. duzine i tocke).
N
o
IV
MAT OS D.2.2. Procjena i mjerenje duljine duzine.
° Procjenjuje, mjeri i crta duzine Racunanje s jedinicama za mjerenje
q‘:_; zadane duljine. duzine (u skupu brojeva do 100).
1
(5]
3 MAT OS D.2.3. Procjena i mjerenje duljine vremenskoga
|
) Procjenjuje i mjeri vremenski intervala. Racunanje s jedinicama za
interval. vrijeme (u skupu brojeva do 100).
MAT OS C.3.1. Pravac, polupravac i duzina kao dijelovi
Opisuje i crta to¢ku, duzinu, pravca.
polupravac i pravac te njihove
1S
S odnose.
3
s MAT OS C.3.2. Pravci koji se sijeku. Crtanje usporednih
% Prepoznaje i crta pravce u razligitim | | 0komitih pravaca.
C|> medusobnim odnosima.
©) < . .
MAT OS C.3.3. Crtanje i konstruiranje Sestarom
Sluzi se Sestarom u crtanju i (kruznica, pravokutnik i kvadrat).
- konstruiranju. Prenosenje duzine zadane duljine.
[<3]
[ -
§ MAT OS D.3.1. Procjena, mjerenje i crtanje duzine
o Procjenjuje, mjeri i crta duzine zadane duljine. Jedinice za mjerenje
zadane duljine. duzine (mm, cm, dm, m, km). Racunanje
s jedinicama za mjerenje duzine (u skupu
brojeva do 1000).
(5]
& MAT OS D.3.2. Procjena i mjerenje mase tijela.
(3]
s Procjenjuje i mjeri masu tijela. Usporedivanje mase tijela. Mjerne
A jedinice za masu (g, dag, kg, t).

Racunanje s mjernim jedinicama za

masu (u skupu brojeva do 1000).

MAT OS D.3.3.

Odreduje opseg likova.

Opseg trokuta, pravokutnika i kvadrata

kao zbroj duljina stranica.
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MAT OS D.3.4.
Procjenjuje i mjeri volumen

tekucine.

Procjena i mjerenje volumena tekudine.
Mjerne jedinice za volumen tekucine

(litra, decilitar).

razred

4.

MAT OS C4.1.

Odreduje i crta kut.

Pravi, Siljasti i tupi kut. Crtanje kuta.

MAT OS C.4.2.

Razlikuje i opisuje trokute prema

duljinama stranica te pravokutni

Vrste trokuta prema duljini stranica
(jednakostrani¢ni, raznostranicni,

jednakokraéni). Pravokutni trokut.

Usporeduje povrsine likova te ih

mjeri jedini¢nim kvadratima.

trokut.
5 MAT OS C.4.3. Krug i kruznica. Konstrukcija kruga i
g Opisuje i konstruira krug i njegove | njegovih elemenata (kruznica, polumjer,
; elemente. srediste).
o) MAT OS C.4.4. Crtanje geometrijskih likova
(l) Crta i konstruira geometrijske (raznostranicni 1 pravokutni trokut,
likove. pravokutnik i kvadrat). Konstruiranje
geometrijskih likova (jednakostrani¢ne,
raznostrani¢ne i jednakokra¢ne trokute).
MAT OS C4.5. Povezivanje geometrijskih pojmova u
Povezuje sve poznate geometrijske | OPisivanju geometrijskih objekata
oblike. (vrhovi, strane, stranice, bridovi, kutovi).
MAT OS D.4.1. Procjena i mjerenje volumena tekuéine.
Procjenjuje i mjeri volumen Racunanje s mjernim jedinicama za
“C—’. tekuéine. volumen tekucine (litra, decilitar).
%; Preraunavanje mjernih jedinica.
2| MAT OS D.4.2. Mjerenje povrsine. Kvadratna mreza.
o

Mjerne jedinice za povrSinu.
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Tablica 2. Popis nastavnih jedinica iz matematike u niZim razredima osnovne §kole

Razred

Geometrijske teme

Nastavne jedinice

lzvor

Prvi razred

1) Prostorni odnosi i tijela u
prostoru

2) Tocka

3) Geometrijski likovi

4) Geometrijska tijela

5) Tocka

6) Ravne i zakrivljene crte i

plohe

1) Odnosi medu predmetima
i bi¢ima

2) Kuglai valjak

3) Kocka i kvadar

4) Piramida i stozac

5) Kvadrat i pravokutnik

6) Krug i trokut

Marti¢ 1 sur.,, Super

matematika za  prave

tragace 1.1 2. dio, 2019

Drugi

razred

1) DuZina i duljina duzine
2) Geometrijski objekti,

njihovi vrhovi i bridovi

1) DuZina i duljina duzine

Marti¢ 1 sur.,, Super

matematika za  prave

tragace 1.1 2. dio, 2020

Treci

razred

1) Duzina i duljina duZine,
pravac i polupravac

2) Prenos$enje duzine

3) Odnosi
(okomitost/usporednost)

4) Krugi kruznica

5) Pravokutnik i
(crtanje)

6) Opseg
kvadrata i trokuta

pravaca

kvadrat

pravokutnika,

7) Mijerenje mase

8) Mjerenje obujma tekucine

1) Krug i kruznica
2) Crtanje
likova i opseg

geometrijskih

Marti¢ 1 sur.,, Super

matematika za  prave

tragace 1.1 2. dio, 2023

Cetvrti

razred

1) Ravnina

2) Vrste kutova (pravi, $iljasti,
tupi)

3) Trokut i vrste trokuta prema
duljinama stranica

4) Pravokutni trokut

5) Pravokutnik i kvadrat —
crtanje

6) Povrsina i opseg
pravokutnika i kvadrata

7) Mjerenje povrSina

1) Geometrija i mjerenje

Jakovljevi¢ Rogi¢ i sur.,

Moj sretni broj 4, 2021




8) Mjerne jedinice za povrsinu

9) Volumen tekuéine

Detaljnom analizom navedenih udzbenika (Tablica 2) utvrdeno je kako povijesnih
sadrzaja u nastavi geometrije uop¢e nema. Analizom kurikuluma za nastavni predmet
Matematika uvidjeli smo da u njemu ne postoji navodenje povijesnih tema vezanih za nastavu
geometrije u nizim razredima osnovne $kole. U samom kurikulumu nastavnog predmeta
Matematika graficki je prikazana organizacija predmetnoga kurikuluma u prvom obrazovnom

ciklusu (od 1. do 4. razreda osnovne §kole).

Slika 1. Grafi¢ki prikaz organizacije predmetnoga kurikuluma u prvom obrazovnom ciklusu — 1. razred

osnovne $kole

A - Brojevi

E - Podatci, statistika |
vjercjatnost

D - Mjerenje

C - Oblik i prostor

Izvor: Odluka o donosenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne $kole i gimnazije u Republici

Hrvatskoj (NN 77/2019)



Slika 2. Grafi¢ki prikaz organizacije predmetnoga kurikuluma u prvom obrazovnom ciklusu — 2. razred

osnovne $kole

A - Brojevi

E - Podatci, statistika |
vjerojatnost

C - Oblik | prostor

D -« Mjerenje

Izvor: Odluka o donosenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne skole i gimnazije u Republici

Hrvatskoj (NN 77/2019)

Slika 3. Grafi¢ki prikaz organizacije predmetnoga kurikuluma u prvom obrazovnom ciklusu — 3. razred

osnovne $kole

A - Brojevi

E - Podatci, statistika |
vjerojatnost

C - Oblik | prostor

D - Mjerenje

Izvor: Odluka o donosenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne $kole i gimnazije u Republici

Hrvatskoj (NN 77/2019)



Slika 4. Grafi¢ki prikaz organizacije predmetnoga kurikuluma u prvom obrazovnom ciklusu — 4. razred

osnovne $kole

B-Algebrai /
funkcije /

A - Brojevi

C - Oblik | prostor
E < Podalcl, statistika |

vjerojatnost

D « Mjerenje

Izvor: Odluka o donosenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne $kole i gimnazije u Republici

Hrvatskoj (NN 77/2019)

Na grafi¢kim prikazima vidljiva je zastupljenost domena u prvom obrazovnom ciklusu (od
prvog do Cetvrtog razreda osnovne Skole). Prema Odluci o donoSenju kurikuluma za nastavni
predmet matematika za osnovne Skole i gimnazije u Republici Hrvatskoj (NN 77/2019),
odnosno zastupljenost domene Oblik i prostor te Mjerenje, jasno je da geometrija zauzima

znacajnu ulogu U nastavi matematike.

U ovom radu nece se analizirati ciljeve 1 svrhu poducavanja geometrije, ali ¢e se za
dobivanje okvirne slike razvoja geometrijskog misljenja spomenuti van Hieleova teorija, u
vecoj mjeri utkanu u na$ vaze¢i kurikul. Teorija je po svojoj naravi primjenjiva na sva podrucja
matematike, a moZe se promatrati kroz tri razli€ita aspekta, a to su redom proces razvoja
misljenja, karakteristike razvoja te strategija poducavanja u svrhu napredovanja. Temeljna
misao Van Hieleove teorije je da bi se razvoj geometrijskog misljenja trebao razvijati postupno,

na pet razlicitih razina:

1. Razina 0 - Vizualizacija

2. Razinal- Analiza

3. Razina 2 — Neformalna dedukcija
4. Razina 3 — Dedukcija
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5. Razina 4 — Formalna dedukcija

6. Razina 5 — Strogost

Prijelaz izmedu razina trebao bi se organizirati kroz pet faza uenja (informacije, vodena
orijentacija, objasnjavanje i razvoj razumijevanja, slobodna orijentacija i integracija), a sve s
ciljem potpunog ostvarenja postavljenog cilja pri poducavanju geometrije, razumijevanju
geometrijskih koncepata i njihovih veza (Baranovi¢, 2019:7). Teoriju su 1957. godine razvili
supruznici Dina Van Hiele-Geldof i Pierre van Hiele sa SveuciliSta Utrecht u Nizozemskoj.
Van Hiele iznosi kako se u¢inkovito u¢enje odvija samo kad ucéenici aktivno dozivljavaju ono
o ¢emu uce te sudjeluju u raspravi. Vazna je jer pruza uciteljima smjernice za uspjesno
poucavanje geometrije, osigurava da ucenici razvijaju razumijevanje u skladu s njihovim
kognitivnim sposobnostima 1 poti¢e aktivno ucenje. NaglaSava vaznost aktivnog 1 iskustvenog
ucenja, prakticnog rada i manipulacije geometrijskim oblicima, §to doprinosi dubljem ucenju.
Pomaze ucenicima da vide povezanost geometrije s drugim podruc¢jima matematike i znanosti.
Veza izmedu van Hieleove teorije i povijesti geometrije istiCe se u evoluciji procesa ucenja i
razumijevanja geometrijskih pojmova te se istovremeno naglasava vaznost povijesnog

konteksta u razvoju geometrije kao discipline.
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5. Razvoj geometrije kroz povijest matematike

Matematika je jedinstven aspekt ljudske misli, a njezina se povijest bitno razlikuje od
ostalih povijesti. Geometrija, kao grana matematike, koja seze tisu¢ama godina unazad, pocinje
$ osnovnim pitanjima o mjerenju i proporcijama, a razvija se u slozen sustav apstraktnih teorija
koje su oblikovale ne samo matematicko misljenje, ve¢ i1 arhitekturu, umjetnost i znanost.
Geometrija je bila jedna od prvih ljudskih pokusaja, nakon brojanja, da se bave matematikom.
Grcki je povjesnicar Herodot posjetio Egipat oko 450.godine pr. Kr. Razgledavao je drevne
spomenike, razgovarao sa svecenicima te promatrao veli¢anstvenu rijeku Nil. Smatrao je kako
je geometrija potekla iz Egipta jer je vjerovao da je tamo nastala iz prakti¢nih svakodnevnih
potreba nakon godis$njih poplava rijeke Nil kada je bilo nuzno mjerenje zemljista, zatim
graditeljstva te astronomije (Merzbach i Boyer, 2011). Drevni narodi poput Sumerana,
Babilonaca i Egipcana razvijali su osnovne geometrijske ideje, no bez formalnih dokaza.
Geometrija je dosegla svoj vrhunac u antickoj Gr¢koj, gdje su matematicari poput Talesa,
Pitagore i Euklida pridonijeli njenom razvoju kao apstraktne znanosti. Klju¢no djelo Euklidovi
Elementi postali su temelj za sustavno proucavanje geometrije kakvu poznajemo danas te
u¢imo u Skolama (Merzbach i Boyer, 2011:8). Nakon pada Zapadnog Rimskog Carstva
prevodila su se i prosirivala znanja zapisana u grékim spisima, a ponovno otkri¢e grékih spisa
u renesansi potaknulo je ponovno zanimanje za geometriju. U 19. stolje¢u dogodili su se
znaajni pomaci u razvoju neeuklidske geometrije od strane matematicara Gaussa,
Lobacevskog i Riemanna te su ti razvoji uzdrmali temelje klasi¢ne geometrije i doveli do novih
nac¢ina razmiSljanja o prostoru (Merzbach i Boyer, 2011). Kasnije je geometrija evoluirala u
apstraktnije oblike u 20. stoljecu, ukljucujuci topologiju 1 diferencijalnu geometriju, koje su

postale bitne i u drugim znanostima.

3.1. Zacetak geometrije

Priroda je ljudima oduvijek nudila visestruko zakrivljene linije poput vlati trave ili debla
Sto mozZe asocirati na pojam o pravcu ili pak krugu. Stoga se s razlogom smatra da su
geometrijski oblikovani ukrasi postojali ve¢ 40 000 godina prije Krista. Primjerice u kretskoj
se kulturi mogu pronaci uzorci presavijenih traka na neolitickim glinenim posudama ili ukras
sa Sest jednakih krugova poredanih oko jednog srediSnjeg tako da se svaka dva susjedna
dodiruju. Dizajn je i samog nakita Cesto bio pod utjecajem religije pa su tako ukrasi na

posudama posvecenima bogovima bili bogatiji. Smatra se i da su jednakostrani¢ni trokut,
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kvadrat (s Cetiri prava kuta) 1 pravilan Sesterokut morali biti uoceni jo§ davno u povijesti kao
posebni slucajevi oblika ravnine $to je svakako budilo interes i prva teorijska razmatranja u
povijesti (Kadetavek, 1992, prema, Scriba, Schreiber, 2015).

Potrebe ljudi u svakodnevnom zivotu stvorile su potrebu za osnovnim geometrijskim
omjerima, no nisu tome pridavali veliku paznju dok nisu pocela prva logi¢ka razmisljanja
kasnije u povijesti. Koristili su ih tako prilikom gradnje jaraka, brana, ku¢a ili mjerenja
zemljista. Gradnja kuca bila im je nemoguca bez poznavanja geometrijskih tijela poput kvadra,
kocke, piramide ili valjka. Promatranjem zvijezda u prapovijesti ljudi su naslucivali prijelaz iz
dvodimenzionalnih u trodimenzionalne oblike. Zvjezdano je nebo ljudima poticalo inspiraciju
za osnovna geometrijska opaZzanja pokretima sjena. Promatrajuéi ih tijekom jednog dana ili
godine i iscrtavajuéi putanju sjene na tlu, dobili su projekciju kretanja sunca (Scriba, Schreiber,
2015).

Medu ranija otkri¢a povezana promatranjima Sunca pripada i otkrice iz grada Gosecka
u Njemackoj iz 1990.godine. Otkriven je niz koncentri¢nih kruznih jaraka za koje se otkrilo da
potjecu iz 4800. godine prije Krista. Sastoji se od dvostrukog prstena palisada s trojim vratima
okrenutima prema sjeveru, jugoistoku (izlazak sunca 21. prosinca) i jugozapadu (zalazk sunca
21. prosinca). Vidljivo je da se udaljenost izmedu palisada povecava oko 21. lipnja. Ovakav
nacin odredivanja, u ¢ijem je korijenu vidljiva primjena i poznavanje geometrije, omogucio je
poljoprivrednicima prije 7000 godina da pomocu sunca odrede najpovoljnije mjesto za sjetvu i
zetvu tijekom godine. Ovo otkrice je arheoloSki  sika 5. Stonehenge: English Heritage, 2024
istrazeno te rekonstruirano, a Smatra se
najranijim opservatorijem do sada poznatim.

Ovakvi kruzni jarci koristeni su 1 u kulturalne

svrhe ¢emu svjedoCi najpoznatija gradevina
megalitske kulture, Stonehenge u Engleskoj.
Podignuta je izmedu 3. 1 2. tisucljeca prije
Krista, a smatra se opservatorijem te
kulturalnim mjesto (Gericke, 1984, prema,
Scriba, Schreiber, 2015).

Proucavanjem  se  pokazalo da

Izvor:https://www.english-

Stonehenge ne predstavlja samo koriStenje heritage.org.uk/visit/places/stonehenge/things-to-

.. .. . . . dof/stone-circle/
znanja iz podrucja astronomije, ve¢ 1 geometrije
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(Pitagorin teorem), iako su samo pretpostavke za tako rano koristenje navedenog poucka. Pored
Stonehengea, nalazi se i Woodhenge, neolitski spomenik izgraden oko 2500. godine prije
Krista. Istrazivanja govore kako je moguce dokazati kako je on izgraden primjenom Pitagorina
poucka. Sastoji se od Sest koncentri¢nih ovalnih stupova okruzenih obalom i jarkom, a izgradeni
su u skladu s izlaskom Sunca u ljetnom solsticiju. Naselje Mohenjo-Daro na podrucju danasnjeg
Pakistana, dom je jedne od najstarijih naprednih civilizacija poznatih ¢ovjeCanstvu, kulture
Harappa, koje je staro gotovo kao i egipatsko kraljevstvo i Mezopotamija. Arheoloskim
istrazivanjima utvrdeno je da nalazista kulture Harappa sadrze opeke jednakih duljina stranica
u omjeru 1:2:4, a ulice su im pratile obrise $ahovske ploce, no nije jo§ moguce sa sigurno$éu
tvrditi o ulozi geometrije u njihovoj kulturi. Ljudima se od davnina ¢inilo o¢itim i da dijagonala
dijeli kvadrat na pola kao i pravokutnik te da promjer dijeli krug na dva jednaka dijela. Prije
pisanih tragova ljudi su bili svjesni tih odnosa i primjenjivali ih u praksi radi osnovnih
egzistencijalnih potreba, a igra se svakako ne smije zanemariti jer u njoj takoder lezi izvor
interesa za bavljenje geometrijskim svojstvima i geometrijom kao takvom (Scriba i Schreiber,
2015).

Slika 6. Woodhenge: English Heritage, 2024

Izvor: https://www.english-heritage.org.uk/visit/places/woodhenge/

3.2. Razvoj geometrije i matematike u Egiptu, Mezopotamiji i Staroj Grékoj

Geometrijsko znanje Egipta i Mezopotamije dobro je istrazeno, obzirom da su obje
civilizacije iz neolitskog doba i iza sebe su ostavile mnogobrojne pisane izvore. Geometrija je
odigrala kljuénu ulogu u starom Egiptu, a njena primjena bila je Siroko rasprostranjena u
razli¢itim aspektima Zivota, od arhitekture do poljoprivrede i religijskih rituala. Povijesno
gledajuci, poznato je da je matematika kao znanost nastala radi potrebe rjeSavanja prakticnog

problema prebrojavanja, stvari za razmjenu te brojanja dana u tjednu. Prema zaklju¢cima
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brojnih antropoloskih istrazivanja koja su provedena kroz povijest do danas, nemoguce je
pronaci kulturu koja nije imala razvijenu svijest o potrebi uvodenja brojeva. Imali su potrebu
za oznacavanje, a primjenom brojeva bio cilj prebrojati skupinu, odnosno objekte koristeci
prste, skoljke ili kamenja. S vremenom se medu ljudima razvila svijest o potrebi zabiljezbe
ucinjenog brojanja, pa su brojeve (ili oznake) poceli zapisivati na pogodnim trajnim
materijalima (Dadi¢, 1992).

Dadi¢ (1992) istiCe ornamente kao dokaz poznavanja geometrije 1 razliitih
geometrijskih oblika §to se moze zakljuciti na temelju simetricnosti nacrtanih oblika, kao i
njihove jednakosti, odnosno sli¢nosti, koje su uocene na posudama, ornamentima i drugim

predmetima koji su se nekada koristili za pisanje.
Slika 7. Kartu$a
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Izvor: Arheoloski muzej Zagreb: Pojmovnik egiptologije

Prikazan je uzorak kartuse, to¢nije ovalni okvir koji se koristio za centriranje, odnosno
zatvaranje imena faraona ili nekog egipatskog bozanstva. Karakteriziraju ga oblici kao §to su
linije, kvadrati i pravokutnici. U egipatskoj povijesti, nitko osim faraona nije imao tu privilegiju

da napiSe svoje ime u kartusi, koja je simbolizirala oblik zastite faraona®®.

1 Arheoloski muzej Zagreb: Pojmovnik egiptologije. Pribavljeno 18.7.2024., sa:
https://www.amz.hr/hr/edukacija/egiptologija/egiptologija/pojmovnik-

egiptologije/#:~:text=Kartu%C5%A1a%20je%20duguljasti%2C%20a%20na,napisati%20svoje%20ime%20u%?2
Okartu%C5%A1i.
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Slika 8. Kanopa

Izvor: Povijest.hr: Kanope

Na Slici 8. prikazane su kanope, alabastrene ili keramic¢ke posude s poklopcem u koju
su Egipc¢ani spremali mozak, srce, jetru i utrobu balzamiranih tijela. Ukrasavane su na razlic¢ite
nacine, a na prednjim stranama nekih od gore prikazanih kanopa urezani su pravokutnici 1
kvadrati, ravne linije i razli¢iti geometrijski simboli, za koje se pretpostavlja da imaju

simboli¢no znadenje'?,

Slika 9. Hijeroglifski znakovi brojeva
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Izvor: Britannica: Mathematics in ancient Egypt (2024)

Egip¢ani, kao 1 Rimljani nakon njih, izraZavali su brojeve prema decimalnoj shemi,

koriste¢i posebne simbole za 1, 10, 100, 1000 i ostale. Svaki se simbol pojavio u izrazu za broj

12 Povijest.hr: Kanope. Pribavljeno 18.7.2024. sa: https://povijest.hr/rijec-dana/kanopa/
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onoliko puta koliko se vrijednost koju predstavlja pojavila u samom broju. Ova prili¢no
glomazna notacija koristena je unutar hijeroglifskog pisma koje se nalazi u kamenim natpisima
I drugim formalnim tekstovima, ali u dokumentima na papirusu pisari su koristili prikladnije
skra¢eno pismo, zvano hijeratsko pismo, gdje je, na primjer, 24 oznacavala pisanu matematiku.
U takvom sustavu zbrajanje i oduzimanje svode se na brojanje koliko simbola svake vrste ima
U numeri¢kim izrazima i zatim prepisivanje s rezultiraju¢im brojem simbola. Tekstovi koji su
prezivjeli ne otkrivaju koje su posebne postupke pisari koristili, ali za mnoZenje su uveli metodu
uzastopnog udvostru¢avanja.®

Jedan od najznacajnijih povijesnih lokaliteta je upravo Egipat. Primjerice, velike
poplave rijeke Nil, koje su se dogadale vise puta unutar jedne kalendarske godine su rezultirale
time kako su se granice zemljisnih posjeda ¢esto brisale nakon ¢ega su Egip¢ani morali ponovno
razgraniciti poljoprivredna zemljiSta. Ovaj proces zahtijevao je precizno mjerenje i koriStenje
osnovnih geometrijskih principa. KoriStenjem uzadi i drvenih klinova, geometri ili zemljomjeri
su oznacavali granice polja i osiguravali da se zemljiste pravilno podijeli. Nastanak geometrije
kao matematicke discipline seze do otprilike 20. stoljeca prije Krista. Grcka rije¢ mathemata
oznacavala je bilo koji predmet nastave, odnosno poucavanja te se postupno uvidjelo kako je
pojam matematika potrebno ograni¢iti na tono odredena podru¢ja znanja. Prema
Pitagorejcima, pojam matematika vezao se uz opisivanje aritmetike i geometrije, radi ¢ega se
determinologija, odnosno obujam izucavanja matematike veze uz njihovu podjelu
matematickih znanosti (Majstorovi¢, 2016:5) iako se, sami zaCetak geometrije, kao znanosti
moze povezati uz egipatsku i mezopotamijsku kulturu.

Kod Egip¢ana nalazimo i neke od prvih matematickih ideja. Najstarija egipatska
biljeska o broju potjece otprilike oko 3300. godine prije Krista. Stari su Egipéani imali razvijen
decimalni sustav i svoje oznake za brojeve, a bili su vrlo vjesti u zbrajanju, oduzimanju,
mnoZenju, dijeljenju, te raCunanju s razlomcima. Oni nisu imali namjeru razviti opcenite
matematicke metode 1 teorije, nego im je matematika sluzila pri rjeSavanju prakti¢nih problema
koji su za njih imali primjenu u zemljoradnji, gradevini, ekonomiji i religiji. Egipatska
matematika se u potpunosti temelji na osnovi racunanja, na brojanju i pojmu razlomka, a tome
svjedoCe dva papirusa (Jankov, 2011:11). Dva glavna izvora egipatske matematike su Rhindov

I Moskovski papirus, vidljivi na Slici 101 11.

13 Berggren, J. L., Fraser, . Craig G. , Gray, . Jeremy John , Folkerts, . Menso and Knorr, . Wilbur R. (2024,
August 29). mathematics. Encyclopedia Britannica. https://www.britannica.com/science/mathematics
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Slika 10. Rhindov papirus

Izvor: Wikipedia: Rhind Mathematical Papyrus (2024)

Rhindov papirus sadrzi zadatke koji se odnose na geometrijske probleme, koji su
bazirani na pitanju koli¢ine zrna koja je posijana na povrSinama pravokutnog oblika i
uskladistenog u ba¢vama koje su se tada koristile. Najznac¢ajnije matematicko otkrice koje je
istaknuto na Rhindovom papirusu je uvod za racunanje povrsine kruga, koja se u Rhindovom
papirusu istrazuje pod zadatkom br. 50. Rhindov papirus zapravo je staroegipatski svitak s
matemati¢kim tablicama i problemima koji je bio izvor mnogih informacija 0 egipatskoj
matematici. Papirus je 1858.godine prije Krista, u ljetovali$tu na Nilu, kupio Alexander Henry
Rhind, od kuda mu i ime dolazi. Nerijetko se naziva i Ahmesov papirus u ¢ast pisara koji ga je
prepisao oko 1650. prije Krista.'4

Slika 11. Moskovski papirus
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Izvor: Jankov, 2011:12

Uz Rhindov papirus, znacajan dokument u razvoju geometrije kao discipline je i

Moskovski papirus, ujedno poznat i kao Golenischev papirus (prema ruskom egiptologu

14" Britannica, T. Editors of Encyclopaedia (2008, July 17). Rhind papyrus. Encyclopedia Britannica.
https://www.britannica.com/topic/Rhind-papyrus

18


https://www.britannica.com/topic/Rhind-papyrus

Vladimiru Golenischevu). Jedan je od najstarijih poznatih matematickih tekstova iz starog
Egipta. Papirus datira iz perioda oko 1850. godine prije Krista, tijekom Srednjeg kraljevstva
Egipta. Ovaj papirus je jedan od kljucnih izvora naSeg znanja o egipatskoj matematici i
geometriji. Moskovski papirus dobio je ime po muzeju u kojem se danas ¢uva, Muzeju likovnih
umjetnosti Puskin, u Moskvi. Papirus je krajem 19. stolje¢a kupio ruski egiptolog Vladimir
Golenischev, a kasnije je doniran muzeju. Moskovski papirus sadrzi 25 matematickih zadataka
s rjeSenjima te zadatci pokrivaju razna podrué¢ja, ukljucuju¢i geometriju, aritmetiku i
jednostavnu algebru. Papirus se posebno istie zbog zadataka koji ukljucuju izratunavanje
povrsina i volumena geometrijskih tijela. Jedan od najpoznatijih zadataka na papirusu je onaj
koji se bavi izraGunavanjem volumena krnje piramide. Ovaj zadatak pokazuje napredno
razumijevanje geometrije u to doba.®

Moskovski papirus pokazuje da su Egipéani posjedovali napredna znanja u matematici,
posebno u geometriji i aritmetici, iako su njihovi proracuni ¢esto bili bazirani na prakti¢nim
potrebama poput mjerenja zemljista i izgradnje. Kao jedan od najstarijih sacuvanih
matematickih tekstova, Moskovski papirus pruza detaljan i neprocjenjivo vrijedan uvid u rano
matematicko razmiSljanje i tehnicke sposobnosti starog Egipta. Ovaj je papirus stoga kljucan
dokument za razumijevanje razvoja matematike u starom svijetu, pruzaju¢i nam uvide u mnoge
vjestine drevnih Egipéana. Egipéani su imali dobro razvijenu geometriju koja im je sluzila
prilikom izgradnje piramida i hramova. Jedan od najpoznatijih primjera u ovom slucaju je

zasigurno Keopsova piramida, prikazana na Slici 12.

15 Wikipedia contributors. (2024, August 1). Moscow Mathematical Papyrus. In Wikipedia, The Free
Encyclopedia. Retrieved 13:49, September 3, 2024, from
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Moscow_Mathematical_Papyrus&oldid=1237964893
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Slika 12. Keopsova piramida

Izvor: Wikipedija: Keopsova piramida (2024)

Keopsova piramida, ujedno poznata i pod nazivom ,,Velika piramida“ locirana je u Gizi,
odnosno predgradu Kaira, a 1 dan danas je u potpunosti sacuvana. Baza piramide nije savrSen
kvadrat, medutim, najveée odstupanje izmedu stranica piramide (¢ija je duljina 230 metara)
iznosi 20 cm, §to odgovara 0,09%, ¢ime se moze zakljuéiti da je tadasnja upotreba geometrije
u gradevini bila na izuzetno zavidnoj razini (Janjanin i sur., 2017:1). Janjanin i suradnici isti¢u
kako se u analizi izgradnje Keopsove piramide ¢esto isticu brojevi 3, 141 1 168, $to ne smatraju
slu¢ajnoscu, ve¢ smatraju da su upravo te brojke temeljne vrijednosti gradnje na kojima je
bazirana izgradnje Velike piramide, jednog od sedam svjetskih ¢uda starog vijeka.

Dokaz je kako su Egipcani uvazavali geometrijske oblike kroz visoki razvoj gradevinskog
inZenjerstva, a karakterizira ih i visoki stupanj drustvene i politicke organiziranosti. Jedina
nepravilnost koja se moze uociti na ovoj gradevini, koja je ujedno do izgradnje Eiffelovog
tornja u Parizu bila najvisa gradevina na svijetu je neprimjetna konkavnost strana trokuta u
sredini, a ta se nepravilnost moze uociti isklju¢ivo proucavanjem slika piramida iz zraka

(Janjanin i sur., 2017:1)

Egipcani su se prilikom gradnje hramova i piramida koristili konopima koji su bili
podijeljeni na dvanaest jednakih dijelova, 3+4+5=12, odnosno pitagorejskom trojkom koju
vidimo na Slici 13 u nastavku rada, a ova metoda izracuna koristila se za konstrukciju pravog

kuta.
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Slika 13. Egipatski trokut s duljinom stranica 3,415

Izvor: https://www.wowstem.org/post/ancient-mathematics-triangles-in-eqypt

Ujedno, Zebi¢ (2014), isti¢e kako su Egip¢ani imali razvijen sustav raCunanja povrsine
trokuta kao pola umnoska dviju kraéih stranica ($to je vrijedilo samo u slu¢ajevima ra¢unanja
povrsine pravokutnog trokuta), dok su povrSinu pravokutnika racunali kao umnozak duljina

njegovih stranica (mjerna jedinica bio je khet).

Naselivsi se na podrucje izmedu dvije egipatske rijeke, Eufrat i Tigris, na podrucje
Mezopotamije otprilike 2000 godina prije Krista, preuzeli su seksagezimalni sustav (s bazom

60) 1 klinasto pismo, pisano na glinenim plo¢icama jo§ iz razdoblja Sumerana (prikazano na

Slici 14),
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Slika 14. Klinasto pismo
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Izvor: Hrvatska enciklopedija: klinopis (2024)

Na Slici 14. prikazani su znakovi klinastog pisma. ,,Klinasto pismo ili pismo Sumerana,
Babilonaca, Asiraca i susjednih zapadnoazijskih naroda, znakovi su koji se sastoje od ravnih
crta urezanih u obliku klina. Pisalo se Siljkom od trstike ili kovine na plo€icama od svjeZe gline,
koje su se poslije pekle, a rjede na mekanom kamenu. Razvilo se najprije kod Sumerana kao
slikovno pismo, tako $to su se shematski prikazi predmeta i simboli pojmova sveli na
karakteristi¢éne skupine klinastih poteza, koje su postajale sve jednostavnije i postupno se
pretvorile oznaGavanje slogova“. 1
Na temelju svih arheoloskih nalaza, utvrdeno je kako su se Babilonci preteZito koristili zaSiljenu
trsku kao sredstvo za pisanje, kojom su pisali po glinenim plo¢icama, a kasnije su ih pekli na

Suncu. Upravo su te glinene plocice najznacajniji dokazi o stupnju razvijenosti geometrije u
babilonskoj kulturi (Libl i sur., 2019:1).

16 klinopis. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. — 2024.
Pristupljeno 3.9.2024. <https://www.enciklopedija.hr/clanak/klinopis>
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Babilonci su poznavali i Pitagorin teorem, a u nastavku se navodi jedan od primjera
problema s kojima su se susretali. 4 je duljina i 5 dijagonala. Kolika je Sirina? Njena duljina
nije poznata. 4 puta 4 je 16. 5 puta 5 je 25. Oduzmes 16 od 25 i ostaje 9. Sto da uzmem da
dobijem 9? 3 puta 3 je 9. 3 je sirina (Briickler, 2022:19).

U svom radu ,,Pythagoras: Everyone knows his famous theorem, but not who discovered
it 1000 years before him*, Ratner iznosi tezu prema kojoj se moze zakljuciti kako su Babilonci
poznavali Pitagorin poucak, a obrazlaze ga time $to je na plocici YBC 7289, pronadenoj izmedu
1800. i 1600. godine prije Krista pronaden otisak iscrtanog kvadrata s trokutima unutar njega
(Ratner, 2009:149).

Postavlja se pitanje zbog Cega se, u tom slucaju, poucak naziva Pitagorinim. Odgovor
Na to pitanje moze se pronaéi u ¢injenici kako se znanje prenosilo s generacije na generaciju,
iako su ve¢ 1 prije narodi poznavali ovaj poucak, Pitagora bio prvi koji je dokazao taj poucak

pa se i naziva njemu u Cast.

Slika 15. Plocica Plimpton 322
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Izvor: Scriba, Schreiber, 2015:23

Plocica Plimpton 322 jedna je od sacuvanih glinenih plocica iz babilonske ere od prije
4000 godina. Plocica predstavlja jedan od prvih tragova nastave matematike, poznatu pod
nazivom Plimpton 322. Ova glinena plocica, za koju se smatra da datira iz otprilike 1760.
godine prije Krista, svoj naziv duguje kolekcionaru Georgeu Arthuru Plimptonu u ¢ijoj zbirci
na SveuciliStu u Columbiji se nalazi. Plimpton 322 plocica je veli¢ine danasnjeg kalkulatora, a
sadrzi jedan redak Cistog teksta te tablicu brojeva s 4 stupca i 15 redaka (Libl. i sur., 2014: 1-
3). Kako navode Libl i sur. (2014:3), ponajprije se smatralo kako je plo¢ica Plimpton 322 ,,jo$

samo jedan primjer babilonskog zapisnika®, medutim, na temelju zakljuc¢aka povjesnicara O.
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Neugebauera i A. Sachsa utvrdeno je da retci na plo€ici Plimpton 322 predstavljaju narocito
interesantna svojstva, na koje se i usko nadovezuje Pitagorin teorem, do Cijeg je otkri¢a doslo
naknadno. Prema naknadno razvijenim povijesnim teorijama, na ploc¢ici Plimpton 322
predstavljena su i dva najznaCajnija tecorema babilonske matematike, a to su problem
Pitagorinih trojki te problem recipro¢nih trojki (Libl i sur., 2014: 3-5).

Babylon tablet, odnosno babilonska glinena plocica koja datira iz 1900. godine prije Krista
vazna je zbog prikaza kvadrata kojemu duljina stranice iznosi 30, dok su na njegovim

dijagonalama istaknute duljine 1, 24, 51 1 10, a prikazane su i na iducoj slici.

Slika 16. Babilonska glinena plo¢ica

Izvor: Ostermann i sur., 2010:13

Babilonska glinena ploc¢ica prikazana na Slici 16. jasno ukazuje na razvijenost
geometrije u Babilonu. Naime, kada se uzme u obzir prikaz na plocici, zakljucuje se kako je
plo¢ica upravo dokaz da je Pitagorin teorem bio poznat, samo $to je u to doba, bio prepoznat

kao pravilo proporcionalnosti (Ostermann i sur., 2010:14).

Kada se govori o razvoju geometrije, odnosno matematike na podruc¢ju anticke Grcke,
to¢nije podrucje danaSnje Grcke, zapadne Turske (Jonija) te druga podrucja na kojima je grcki
jezik bio govorni, u literaturi se izdvaja tradicionalno prvim pravim matemati¢arem Tales iz
Mileta (oko 624-527. prije Krista). On je svakako prvi poznati grcki filozof, znanstvenik i
inZenjer. Matematicka tradicija mu pripisuje prve dokaze, no ne zna se je li iSta dokazao,
StoviSe, ne zna se ni je li Tales iSta pisao, a ako 1 jest, svi njegovi zapisi nestali su prije
Aristotelovog doba (sredinom 4. st. prije Krista). Talesu se pripisuju teoremi temeljem

biografije koju je napisao Diogenes Laertius i Proklovih komentara Euklidovih Elemenata.
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Prema Proklu, Tales je iz Egipta prenio geometrijska znanja u Gréku. Diogenes Laertius mu
pripisuje Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice ( ”Kut u polukrugu je pravi”) jer se
spominje i legenda o navodnom Talesovom odredivanju visine piramide, a pripisuju mu se i

Talesovi teoremi o proporcionalnosti. Proklo pak Talesu pripisuje sljedeca cetiri teorema:
1. Svaki promjer raspolavlja krug.

2. Kutovi uz osnovicu jednakokracnog trokuta su jednaki.

3. Vr$ni kutovi su jednaki.

4. KSK-teorem o sukladnosti trokuta.

No, za sva Cetiri navedena teorema nipoSto nije sigurno da ih je Tales dokazao, moguce je da

se kod njega jos radilo samo o empirijski utvrdenim ¢injenicama (Briickler, 2011:21-22).

Uz navedene teoreme uz Talesa se danas vezuju i pretpostavke o izracunu visine
piramide metodom omjera duljina sjena, odredivanje udaljenosti broda od kopna i druge. Jo$
jedan teorem koji se veze uz Talesa je Talesov teorem o proporcionalnosti koji glasi: ,, Dva
paralelna pravca na krakovima nekog kuta odsijecaju proporcionalne duzine . 1ako je njegov
teorem dokazao Euklid, teorem se naziva Talesovim teoremom jer ga je on prvi koristio pri
mjerenju Keopsove piramide. U izu¢avanju matematike neophodno je istaknuti Talesov
doprinos prema daljnjem razvoju same discipline jer je upravo on prvi postavio ,logicke
temelje* pri dokazivanju teorema, odnosno iznio je zakljucke da nije dovoljno samo opazati
razliite pojave, ve¢ da je potrebno, pri opazanju pojava, ujedno iznositi 1 zaSto vrijedi
primijecena pravilnost. Taj se zakljucak smatra revolucionarnim za njegovo doba jer je do njega
najvjerojatnije doSlo primjenom pokusa kao dokazne metode kao induktivne metode
zakljucivanja. Jedna je kljucnih prekretnica koja postaje sve izrazenija Cinjenica kako se
matematika sve viSe pocela izdvajati od drugih predmeta proucavanja, ¢cime se pocela promicati
u samostalnu znanost (Kralj, 2014:5). Primjena pokusa kao nacina dokazivanja dobivenih
rezultata govori o tome kako se zakljucak, umjesto da se donese na temelju starih saznanja,
odnosno vjerovanja donio na temelju istrazivanja, odnosno pokusa, ¢ime je vjerojatnost
ispravnosti podataka znacajno veca nego Sto bi bila ukoliko je rezultat dobiven na temelju
vjerovanja (koja su se mogla dokazati neispravnima). Takoder, shodno pojasnjenoj promjeni u
nacinu videnja, odnosno razmiS$ljanja pojedinca, ovakav nain proucavanja smatra se
revolucionarnim, budu¢i da je rije¢ o promjeni koja je bila potpuno nova i drugacija u odnosu

na ustaljene obrasce ponasanja.
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Briickler (2022:48) uz Talesa, jednog od zaéetnika prvih apstraktnih matemati¢kih pojmova,
izdvaja Pitagoru, Euklida i Arhimeda te njihov doprinos u razvoju geometrije. Uz Pitagoru je
Pitagorin teorem koji glasi: ,, Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta jednaka
je zbroju povrsina kvadrata nad katetama. “ O znacaju Pitagorinog poucka, kao 1 utjecaja na
razvoj geometrije najbolje svjedoci sljede¢i Proklusov citat, kojeg su Ostermann i suradnici
izdvojili u svojem djelu: ,,If we listen to those who wish to recount ancient history, we find some
of them referring this theorem to Pythagoras and saying that he has sacrificed an ox in
celebration of his discovery“ (2010:14). Pitagorin teorem danas je jedan od najznacajnijih

matematiCkih otkri¢a koji je neizostavni dio nastavnog sadrzaja matematike osnovnih skola.

Euklid, gr¢ki matematicar (330. - 275. godina prije Krista), u svom djelu ,,Elementi‘
dokazao je Talesov teorem o proporcionalnosti, dok su, u istom djelu ujedno navedeni i
istaknuti ostali Talesovi teoremi. Najznacajnije je Euklidovo djelo Elementi, a u njemu se iznosi
niz matemati¢kih teorema koje on nije samostalno otkrio, ve¢ se radi o teoremima koji su
prethodno istrazivani u grékoj povijesti, kao $to je Pitagorin poucak. Ono zbog ¢ega se Euklida
smatra jednim od najznac¢ajnih matematicara starog vijeka jest ¢injenica da je on sve teoreme
povezao logickim slijedom, a sve s ciljem kako bi pojasnio da svi teoremi slijede pravilo pet
jedinstvenih aksioma. Djelo je objavljeno oko 300. godine prije Krista, a njegov je znacaj u
tome $to je upravo u Elementima izloZena elementarna geometrija na aksiomatskoj osnovi,
¢ime je upravo to djelo postalo nenadmasan uzor stroge dedukcije pa ne ¢udi da je do polovice
18. stolje¢a ovo djelo bilo osnovni udzbenik za poducavanje geometrije (Euklid i njegovi
elementi, n.d.). Djelo Elementi sastoji se od 13 knjiga. Prva knjiga postavlja temeljne postavke
geometrije ravnine, ukljucujudi tri slucaja u kojima su trokuti sukladni, razne teoreme koji
uklju¢uju paralelne pravce, teorem o zbroju kutova u trokutu i Pitagorin poucak. Za drugu
knjigu se obicno kaZe da se bavi geometrijskom algebrom jer vecina teorema sadrzanih u njoj
ima jednostavnu algebarsku interpretaciju. Tre¢a knjiga istraZzuje kruznice 1 njihova svojstva te
ukljuduje teoreme o tangentama i upisanim kutovima. Cetvrta se knjiga bavi pravilnim
mnogokutima upisanim u kruZznice i opisane oko njih, dok se u petoj knjizi pojasnjava
aritmeticka teorija proporcija. U Sestoj se knjizi primjenjuje teorija proporcija na geometriju
ravnina 1 sadrzi teoreme o slicnim figurama. Sedma knjiga sadrzi elementarnu teoriju brojeva:
npr. prosti brojevi, najveci zajednicki nazivnici itd. Osma knjiga govori o geometrijskom nizu,
dok deveta knjiga sadrzi razne primjene rezultata iz prethodne dvije knjige i ukljucuje teoreme
beskonacnosti prostih brojeva, kao i o zbroju geometrijskog niza. Deseta knjiga pokuSava

klasificirati nemjerljive (tj. iracionalne) veli¢ine koriste¢i takozvanu "metodu iscrpljivanja”,
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drevnu pretecu integracije. Jedanaesta knjiga bavi se temeljnim postavkama trodimenzionalne
geometrije. Dvanaesta knjiga izraCunava relativau volumena stozaca, piramida, cilindra i kugli
metodom iscrpljivanja, a zadnja, trinaesta, knjiga istrazuje pet takozvanih Platonovih tijela

(Fitzpatrick, 2007:1).

Vaznost Euklidovih Elemenata je u ¢injenici kako je ovo djelo temelj razvoja strogo
logickog zasnivanja matematike i bilo koje druge aksiomatske teorije. Naime, dva osnovna
problema koja se navode u Elementima problem su paralela i problem potpunosti aksiomatike
euklidske teorije, a njihova rjeSenja predocena su krajem 19. stoljeca, nakon cijelog niza
bezuspjesnog rjesavanja od strane iznimnih matematicara. O vaznosti Euklidovih Elemenata
govore i rijeci prof. dr. Vladimira Voleneca: ,,Euklidovi su Elementi skup knjiga od povijesnog
i kulturnog znacaja, ne samo za matematiku nego i za cjelokupno ljudsko znanje, jedan od
najvisih vrhunaca u povijesti znanosti i dugogodi$nji uzor, fantasti¢no postignucée jednog doba,
jedne Skole, jedne civilizacije, jednog svjetonazora, postignuce koje je ostavilo svoj duboki trag
do danasnjih dana, bitno utjecuci i odreduju¢i buduénost matematike, ali i drugih znanosti. Za
svaki je kulturni narod od vaznosti da posjeduje prijevod Euklidovih Elemenata na svome
jeziku, kao iskaz vlastite kulturne razine, ali i nuzne potrebe upoznavanja s Euklidovom rijeci

najsire znanstvenocitalacke publike® (ELEMENTI I-V1, 2024).

Arhimed, grcki fizicar i astronom (287. — 212. godine prije Krista), ujedno i jedan od
najvecih matematiCara starog vijeka prvi je odredio pribliznu vrijednost broja ,,Pi“, odnosno
interval unutar kojeg se nalazi vrijednost tog broja. Jedan je od grckih matematicara ¢iji je
utjecaj u razvoju matematike neizmjeran, a njegov rad, kao i djela prepoznata su i u brojnim
drugim podru¢jima, kao $to su fizika, inzenjerstvo i sli¢ne discipline. Uz to $to je prvi odredio
pribliznu vrijednost broja ,,Pi*, On je u razvoju matematike prepoznat po metodi ekshaustije ili
metodi iscrpljivanja, ,,metodi izraunavanja povrSine nekog oblika pri kojoj se u oblik ubacuje
niz poligona ¢ije povrSine konvergiraju prema povrsini cijelog oblika® (Metoda ekshaustije,
2024). Ova metoda potvrduje ¢injenicu kako je Arhimed bio izvanredan u rjeSavanju slozenijih

geometrijskih problema, pritom smatraju¢i da je prikladan nacin za njihovo rjeSavanje

razdvajanje problema na manje sloZenije dijelove.

Geometrija u Grckoj pocela se bazirati sve vise na deduktivnoj metodi, $to bi znacilo da su svi
zakljuccei izneseni na temelju prethodno utvrdenih rezultata, a koja je bazirana na aksiomima
(gr¢. Aksios), §to bi u prijevodu na hrvatski jezik znacilo ,,bez“. Naime, aksiom predstavlja

»temeljnu istinu koja se ne dokazuje a sluzi kao osnova matematicke teorije* (Briickler, 2022).
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Razvoj geometrije kao discipline pokazat ¢e se klju¢nim u razvoju stereometrije, kasnije i
kartografije, a zacetci njihova razvoja vidljivi su u poliedrima, ¢ijim su se prouc¢avanjem bavili
upravo stari Grei. Uz navedeno, prilikom proucavanja razvoja geometrije, odnosno matematike
kod Starih Grka, vazno je spomenuti kako su Grei tijekom 8. stoljeca prije Krista poceli razvijati
svoju abecedu s 24 slova, prethodno ju preuzevsi od FeniCana (Starogréka matematika prije
Platona, n.d.). Podu¢avanje matematike u Gr¢koj bilo je drugacije nego u drugim zemljama.
Naime, baziralo se na odvojenom poducavanju aritmetike i geometrije, odnosno ti su se
predmeti izucavali kao zasebni predmeti. Predmet aritmetike dijelio se na dvije razli¢ite forme,
od kojih je jednu formu izucavao srednji stalez i zanatlije, a temelj njena izuCavanja bilo je
racunanje. S druge strane, visoki stalez uc¢io je drugu formu, odnosno znanost o brojevima. Visi
stalez se izucavao kod kuce, a poducavali su ih roditelji ili obrazovani robovi. Temelj njihova
ucenja bila su slova, glazba, gimnastika te mali dio aritmetike, tj. geometrije. Oni koji su se
odlucili za daljnje Skolovanje u podru¢ju matematike, upisivali su akademije ¢iji su osnivaci
bili Platon, Aristotel, Pitagora i drugi gréki matematicari. Jednu od Skola koja se vecéinski bavila
izu¢avanjem geometrije utemeljio je Pitagora, 518. godine pr. Krista u Krotonu. Jedna od
klju¢nih misli vodilja koja se kasnije pokazala krucijalnim u razvoju kartografije je misao da se
sve na svijetu, pa i zemlja, moZze prikazati matematicki. Za razliku od Pitagore ¢ija se Skola
bavila proucavanjem geometrije, u Platonovoj Skoli su se obrazovali buduci politicari i
drzavnici Atene, a o znafaju matematike kao znanosti govori i1 ¢injenica kako je Platon
zagovarao da svi ucenici prvih deset godina uce isklju¢ivo matematiku, budu¢i da je to nacin
na koji se vjezba um te se na taj nacin razumiju pojave koje ne mogu biti fizicki pokazane. Na
sliéni model poucavanja kakav je imao Pitagora, nadovezao se i Aristotel, u ¢1joj je Skoli ipak
fokus bio ponajviSe na prirodnim znanostima, a model poucavanja bazirao se na okupljanju
ucenika koji bi razgovarali o pojedinim temama i postavljali pitanja uciteljima, nakon ¢ega bi

slijedila grupna diskusija (Culjak, 2013: 1-3).

Greki su matematicari znacajno doprinijeli razvoju geometrije, ponajprije kroz razvoj
kljuénih geometrijskih postulata. Svaki od navedenih teoretiCara, pocevsi od Talesa pa do
Pitagore i Euklida i brojnih drugih dao je neizmjerno bitan doprinos razvoju geometrije, kao i
brojnih drugih disciplina koje su se paralelno razvijale. RjeSavanje starogrckih matematickih
problema, kao §to su duplikacija kocke, kvadratura kruga te trisekcija kruga doprinijeli su nizu
novih otkriéa te velikog razvoja tadasnje matematike (Culjak, 2013:33). Zbog impresivne
logicke strogosti prilikom proufavanja matematickih teorema, izuavanja matematike kroz

fokus na geometrijske aspekte te vjeSto predstavljanje rezultata dobivenih proucavanjem
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pojedinog matematickog problema znacajni su razlozi zbog koji je utjecaj Grka na razvoj

geometrije neizmjeran (Allman Johnston, G., 2008).

3.3. Razvoj geometrije kroz povijest matematike u srednjem vijeku

Povijest matematike u srednjem vijeku obuhvaca razdoblje od pada Zapadnog Rimskog
Carstva 476. godine do otkrica Amerike 1492. godine. Euklidovi ,,Elementi* prijevodom
Severina Boetija, posljednjeg velikog filozofa antike, postali su dostupni europskim
znanstvenicima ¢ime postaju temelj geometrijskih istrazivanja u razdoblju srednjeg vijeka. Kao
jedno od najznacajnih dijela u pogledu razvoja geometrije, izdvaja se enciklopedija ,,O
vjencanju Merkura i filologije i o sedam slobodnih umijeéa* (De nupiis Mercurii et Philologiae
et de septem artibus liberalibus) autora Martianusa Capelle. Jedan dio rada posvecen je
izuc¢avanju geometrije, dok je drugi dio namijenjen izucavanju aritmetike. Uz Capellu, koji je
zivio na podrucju Italije, istice se Boetije, budu¢i da su zakljucci tih znanstvenika doveli ka
unapredenju postojeceg Skolskog sustava u Italiji, a zatim i na podrucju cijele Europe. Naime,
postojeci skolski sustav tog razdoblja bio je utemeljen na platonizmu i neoplatonizmu kako bi
se geometrija, aritmetika, astronomija i glazba spojile u zaseban sustav, nazvan kvadrivij
(biki¢, 2013:5).

Uz Capellu i Boetija, kao jedan od najznacajnijih znanstvenika tog razdoblja istice se
Alcuin iz Yorka, koji je, zajedno s Karlom Velikim poducavao pucanstvo geometriju,
aritmetiku i astronomiju. U djelu Problemi za izostravanje uma ukljuCene su 53 zagonetke,
dosjetke i trik — pitanja, ¢iji je Alcuin autor, a dan danas ta pitanja predstavljaju najraniju
europsku kolekciju matematickih i logickih zagonetki, a jedna od zagonetki navodi se 1 u

nastavku.

Jedan covjek, noseci vrecicu s kupusom, dolazi do obale rijeke zajedno sa vukom i
kozom. Camac je prili¢no mali, tako da ¢ovjek moze prevesti ili samo vuka, ili kozu, ili vreéicu
sa kupusom. Naravno, on ne smije ostaviti na bilo kojoj obali kozu 1 kupus, a takoder ni vuka 1
kozu zajedno. Kako ¢e ¢ovjek, sa §to manje prijelaza preko rijeke, prebaciti vuka, kozu i kupus

na suprotnu stranu (Sruk, 2022:222).

Istaknuti prenositelji znanja gr¢kih matematicara srednjovjekovnim europskim matematicari su
arapski matematicari. Imali su 1 sami znacajne doprinose razvoju matematike. Njihove pak
radove i prijevode proucavaju Adelard iz Batha, Gerbert iz Aurillaca te Savasorda (Piki¢, 2013:
7-8).
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Adelard iz Batha (12. stoljece), koji je preveo astronomske tablice (s arapskog jezika)
te Euklidove Elemente, a uz Elemente, u tom razdoblju prevedena su i druga djela arapskih

matematicara koja su bazirana na arapskom tipu matematike.

Gerbert iz Aurillaca (940. — 1103.), koji je za zivota stekao znanje o indoarapskim
brojevima te je pisao o aritmetici, geometriji i drugim matematickim predmetima. Njegovo
najpoznatije djelo je Pravila racunanja na abaku (Regulae de numerorum abaci rationibus).
Savasorda, odnosno Abraham bar Chiia, Zidovski je ucCenjak iz 11. stolje¢a autor je

enciklopedije posvecene aritmetici, geometriji i matematickoj geografiji.

Dugo se krivo smatralo da se matematika svijeta pod dominacijom Arapa isklju¢ivo
temeljila na prevodenju i prijenosu znanja grckih i istoénih matematicara. Taj svijet preuzeo je
od Indijaca pozicijski dekadski brojevni sustav i algoritme racunanja te ih unaprijedio, kao i
racunanje primjerice vrijednosti sinusa i kosinusa. Jedina razlika izmedu arapskog i indijskog
shvacanja geometrije bila je u tome $to je geometrija kod Arapa bila isklju¢ivo deduktivne
naravi te da su algebru temeljili na strogom geometrijskom dokazu, kao Sto je bio slucaj i u
Staroj Grckoj (Diki¢, 2013:21). biki¢ (2013:47) istice kako je srednjovjekovna europska
matematika znacajno kaskala za matematikom Bliskog istoka te da je razlog za kaSnjenjem
potrebno traziti u kr§¢anstvu. Navodi da je kr$¢anstvo srednjeg vijeka pretezito odbacivalo sve
teze koje se smatralo protivnima krS¢anskoj teologiji, odnosno da su razne teze i znanja

dobivala ,,poganski predznak* u samom pokuSaju njihova utemeljenja.

Indija i Bliski istok imali su prevlast u razvijanju matematike do polovice srednjeg
vijeka, kada se situacija pocela znacajno popravljati na europskom podru¢ju. S vremenom,
Europa je ponovno uspostavila primat u razvoju matematike, a to ponajprije zahvaljujuci
Leonardu Fibonnaciju iz Pise. Naime, Fibonacci je smatran najve¢im i najproduktivnijim
matemati¢arom srednjeg vijeka iz razloga $to je, po zavrSetku putovanja u AlZir i susjedne
zemlje gdje je boravio s ocem, diplomatom i trgovcem, objavio djelo Knjiga o abaku (1202.
godina). Tom knjigom uveden je indoarapski pozicijski sustav i rijeSen niz kombinatornih

problema.

3.4. Razvoj geometrije kroz povijest matematike od 17. do 20. stolje¢a

Pierre de Fermat (1601. — 1665.), matematicar je koji se u svom radu doticao teorijom

brojeva, ali je istovremeno djelovao kao jedan od utemeljitelja teorije vjerojatnosti i analiticke
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geometrije. Upravo je u geometriji znacajan njegov doprinos, iako je otkriven tek poslije
njegove smrti (nakon 1679. godine) (Briickler 2022:144-145).
Pascalov trokut jedan je od poznatih geometrijskih teorema koji je razvijen u analiziranom
razdoblju, ¢ija su obiljeZja opisana u djelu Le Trait e du triangle arithm etique iz 1654. godine.
Pascala je naslijedio njegov sin, Blaise Pascal (1623. — 1662.) koji se je posebno interesirao za
geometriju. lako je njegov otac naredio da mu se sin ne smije baviti matematikom sve dok ne
navrsi punih petnaest godina zivota, njome se poc¢eo baviti s nepunih 12 godina, kada je ve¢
dosao do zakljucka kako zbroj kutova u trokutu odgovara jednaka dva prava kuta. Jedan od
njegovih najznacajnijih izuma je Pascaline, odnosno mehanicki kalkulator, koji je mogao
zbrajati i oduzimati velike brojeve (Briickler, 2022:144-145). Kada sagledavamo Pascalov
doprinos u razvoju matematike, bitno je spomenuti kako je Pascal zaCetnik teorije vjerojatnosti
- grane matematike koja proucava odnose medu sluc¢ajnim dogadajima, a pojasnio ju je u djelu
Geometrija slucajnosti (Teorija vjerojatnosti, n.d.). Od mlade dobi (Sesnaest godina) izucavao
je projektivnu geometriju, granu geometrije koja proucava ona svojstva geometrijskih tijela
koja ostaju sacuvana pri svakoj projektivnoj transformaciji (Projektivna geometrija, n.d.), a
upravo je jedno od temeljnih nacela projektivne geometrije i Pascalov teorem o misticnom
heksagonu (Briickler, 2022:119-120).

Vazan je i Pascalov karakteristi¢ni trokut. Proucavajuéi luk kruznice, Pascal je definirao
karakteristi¢ni trokut kao pravokutni trokut ,,kojem je hipotenuza dio tangente oko promatrane

tocke, a katete su paralelne koordinatnim osima*.

Slika 17. Pascalov karakteristi¢ni trokut

A

~

Izvor: Bruckler, 2022:146
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Uz Pascala se veze i njegov teorem o misticnom heksagramu, koji glasi ,, Ako je u koniku
upisan heksagram ABCDEF, onda su sjecista tri para nasuprotnih stranica AE s BD, BF s CE
i AF sa CD kolinearni*.

Slika 18. Pascalov teorem o misti¢cnom heksagramu

Izvor: Briickler, 2022: 146

Po utemeljenju, odnosno dokazivanju ovog teorema, Pascal je imenovan
suutemeljiteljem projektivne geometrije. Na njegov rad nadovezao se Girard Desargues,
francuski matematicar (1591. — 1661.) koji se ipak, na temelju svojeg daljnjeg rada smatra
1dejnim zacetnikom projektivne geometrije, koja se nije zna¢ajnije razvijala sve do 19. stoljeca
(Briickler, 2022:146). U samom razvoju geometrije od 17. do 20. stolje¢a, znac¢ajan doprinos
dali su 1 hrvatski znanstvenici, od kojeg je potrebno spomenuti Marina Getaldi¢a (1568. — 1626.
god.). Njegovo objavljeno djelo Variorum problematum collectio u 1607. godini objedinjuje 42
geometrijska zadatka s popratnim rjeSenjima. Briickler navodi, iako ne potvrduje, kako je lako
moguc¢a Cinjenica kako su Getaldiceva djela iz 16. stolje¢a, ukljucuju¢i i Variorum
problematum collectio utjecala na Descartesa, koji se smatra ocem analiticke geometrije
(Briickler, 2022:147).

René Descartes (1596 — 1650), francuski matemati¢ar, u 17. stoljeu uveo je
koordinatni sustav u ravnini, bijekciju izmeDu skupa to¢aka euklidskog prostora i skupa trojki
realnih brojeva (koordinata). Tako je nastala analiticka geometrija, grana matematike u Kojoj
se geometrijski problemi rjeSavaju algebarskim metodama. Aksiomi euklidske geometrije

mogu se racunski (analiticki) modelirati u terminima manipulacija s koordinatama. U
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devetnaestom stoljec¢u otkriveni su novi takozvani neeuklidski tipovi geometrije kao Sto je
geometrija Lobacevskog i Riemannova geometrija koja je dio suvremene diferencijalne
geometrije (Moses, Richardson, 1966, prema Tomi¢, 2020).

Leonhard Euler (1707.-1783.) koji je svojim radom doprinio svim postoje¢im
matematickim disciplinama, a neki od njegovih radova, posebice Introductio in analysin
infinitorum iz 1748., postali su i temelj za razvoj novih matematic¢kih utemeljenja. Uz brojna
znacajna djela koja je objavio, Euler ¢e u povijesti razvoja matematike biti poznat i kao
utemeljitelj topologije, odnosno njene poddiscipline, teorije grafova. Jedan od temeljnih
problema s kojim se Euler bavio prilikom izuc¢avanja topologije bio je problem mostova u
gradu Kalinjingradu. Eulerovo podrucje istrazivanja bilo je podosta Siroko, a rezultati i
zakljucci do kojih je dosao za svog zivota postavili su temelje moderne matematike (Singh i

sur., 2016:67).

Slika 19. Mostovi u Kalinjingradu

Izvor: Brickler, 2022:173

Euler je proucavao mozZe li se Kalinjingrad obi¢i na nacin da se svaki od njegovih sedam
mostova prede iskljucivo jedan put te se na kraju vrati na polaziSnu tocku. Pri izu¢avanju ovog
pitanja, Euler je zakljucio da rjeSenje ovog pitanja ne lezi niti u duljinama niti u kutovima
gradnje tih mostova, ve¢ da je odgovor povezan s isklju¢ivom povezanosti mostova, stoga ga
se 1 dan danas smatra ocem topologije. Razvijajuéi matematiku potrebnu za rjeSavanje
problema, Euler je 1735. godine predstavio svoj rad pod nazivom “Solutio problematis ad
geometriam situs pertinetis” u kojem je izloZio matematicke osnove teorije grafova. U tom je
radu postavio opce pitanje problema: MozZe li se utvrditi je li moguce prijeci svaki most to¢no
jednom ili ne? (Mayoral — Villa, n.d.).
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Nakon svoje analize i razvoja ove nove matematike, otkrio je da ovaj problem nema
rjeSenja, zapravo je zakljucio da (Mayoral — Villa, n.d.) ako postoji vise od dvije kopnene mase
s neparnim brojem mostova, onda je takav put nemoguc; ako postoje to¢no dvije kopnene mase,
a broj mostova je neparan, tada put postoji ako pocinje u jednoj od dvije neparne kopnene mase;
ako ne postoje regije s neparnim brojem kopnenih masa, tada se staza moze posti¢i pocevsi od

bilo koje regije.

Hrvatski znanstvenik, Josip Ruder Boskovi¢a, mnogo je doprinio razvoju primijenjene
matematike. Uz razvoj metode za izravnavanje pogresaka koju je razvio, Boskovi¢ se zanimao
za sfernu trigonometriju i njenu primjenu u astronomiji (Briickler 2022:173). Njegovim
najvaznijim djelom smatra se Teorija prirodne filozofije, u kojem su postavljena nacela teorije
prirodne filozofije J.R. BoSkovi¢a. Temeljni princip njegove filozofije je kontinuiranost, a
njegova teorija razvijena je geometrijski. Jedno od njegovih najvaznijih teorema je taj da je
potrebno razlikovati zamisljeni od fizickog prostora. Boskovi¢ postavlja razliku izmedu ta dva
prostora na sljedeé¢i nacin: zamisljeni prostor kontinuiran je i beskonacan, dok je fizicki prostor

realan te ne postoji bez objekata u njemu (Poljak i sur., 2011:28).

Johna Wallis je u svom radu proucavao otkric¢e geometrijske interpretacije kompleksnih
brojeva, odnosno kompleksne ravnine, koju je prvi opisao Caspar Wessel (1745. — 1818.). Carl
Friedrich Gauss (1777.-1855.) i Jean-Robert Argand (1768. — 1822.) poznati su po svom
nezavisnom radu koji je rezultirao donoSenjem osnovnih teorema algebre (Briickler, 2022:189-
203).

Johann Benedict Listing, kojeg je poduc¢avao Carl Friedrich Gauss, prvi je koristio izraz
,topologija“ (koji se nije koristio do 1849. godine, ve¢ je do tada koristen termin analysis situs).
Ujedno, Listing je prvi opisao Mdbiusovu traku (otkrivenu 1858. godine), nazvanu po Augustu
Ferdinandu Mobiusu. Slijedom toga, utemeljiteljima geometrijske topologije smatraju se
Listing, Gauss i Mobius. Uz njih, tu je i Felix Klein (1849. — 1925.), koji je kroz svoj rad utvrdio
da postoje tri podvrste dvodimenzionalne geometrije.

,Potrebno je spomenuti i novije geometrije, neeuklidske geometrije. To su svi
geometrijski sustavi koji se izborom aksioma razlikuju od euklidske geometrije kao primjerice
projektivna, nearhimedska 1 brojne druge. NajceS¢e se pod neeuklidskom podrazumijeva
geometrija Lobacevskoga ili hiperboli¢ka geometrija te sferna i elipticka geometrija. Gledamo
li povijest to su bile prve i najznacajnije geometrije toga tipa. Aksiomatske osnove geometrije

Lobacevskoga razlikuju se od euklidske aksiomatike jedino po tom §to je peti Euklidov postulat,
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aksiom o paralelama zamijenjen drugim. On glasi da zadanom toCkom prolaze barem dva
pravca ravnine koji ne sijeku zadani pravac te ravnine, a glasio je ako su zadani pravac i tocka
izvan njega, tada postoji jedinstven pravac koji prolazi tom tockom i paralelan je zadanomu
pravcu. Ova je pretpostavka prouzrocila brojne posljedice kao da zadanom to¢kom dane ravnine
prolazi beskona¢no mnogo pravaca koji ne sijeku dani pravac u njoj; zbroj kutova trokuta manji
je od dva prava kuta; trokut je odreden svojim kutovima pa zato ne postoje sli¢ni nesukladni
trokuti. Geometrija Lobacevskoga otkrivena je kao rezultat uvjerenja da peti Euklidov postulat
nije neovisan o ostalim postulatima i aksiomima, te mnogo uzaludnih pokusaja da se to dokaze
u 2000 godina. Duboko uvjeren da je peti postulat, suprotno vjekovnoj hipotezi, ipak pravi
aksiom neovisan o ostalima, Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski, a istodobno s njim i Carl Friedrich
Gauss i Janos Bolyai, izgradio je geometrijski sustav koji se zasnivao na pobijanju petog

Euklidova postulata, a time je nastala neeuklidska geometrija“ (Ziegler, 1998:5-7).

Otkri¢em hiperboli¢ne geometrije problem neovisnosti petog postulata je rijesen. Nije
ga moguce dokazati iz ostalih aksioma jer postoji alternativna geometrija ravnine u kojoj su svi
ostali aksiomi ispunjeni, a peti postulat ne vrijedi. Dakle, Euklid je bio u pravu kad je uvrstio

kompliciranu tvrdnju o paralelama medu postulate.t’

,Aksiomatike sferne geometrije, odnosno elipti¢ke, znatno razlikuju od euklidske zbog
toga Sto je zahtjev da se u njoj svaka dva pravca iste ravnine sijeku. Geometrija na kuglinoj
plohi najzorniji je model sferne geometrije, a ako se u geometriji na kugli nadu dijametralne
toCke, nastaje jedan od najznacajnijih modela elipticke geometrije. Osnovne su znacajke tih
geometrijskih sustava primjerice da je duljina pravca konacna, zbroj kutova trokuta ve¢i je od
dva prava kuta, povrsina trokuta proporcionalna je s njegovim ekscesom. Sferna i elipticka
geometrija Cesto se nadu pod drugim imenima poput Riemannovim geometrijama, prema
Georgu Friedrichu Bernhardu Riemannu, koji je prvi uo¢io moguénost njihova postojanja. Sve
su te geometrije kasnije shvacene posebnim sluCajem jedne teorije zahvaljujuéi njegovih
radova. Neeuklidske geometrije potaknule su Sirenje diferencijalne geometrije na

viSedimenzionalne prostore*,'8

Prilikom analiziranja povijesnog razvoja geometrije, odnosno matematike, za povijesni

razvoj u srednjem vijeku vazno je istaknuti ¢injenicu kako se, paralelno s razvojem geometrije

17 Krcadinac, V. NEEUKLIDSKA GEOMETRIJA. https://web.math.pmf.unizg.hr/~krcko/nastava/neg/neg-

skripta.pdf
18 neeuklidske geometrije. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013.
—2024. Pristupljeno 3.9.2024. <https://www.enciklopedija.hr/clanak/neeuklidske-geometrije>
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pocela razvijati i kartografija - djelatnost koja se bavi prikupljanjem, preradom, pohranjivanjem
I upotrebom prostornih informacija te posebno vizualizacijom kartografskog prikaza (Definicija
I zadaci Kkartografije, 2024). Teorija kartografskih projekcija utemeljena je na temeljnim
zakljuccima brojnih disciplina, primjerice ravnoj 1 sfernoj trigonometriji, diferencijalnoj
geometriji, diferencijalnom i integralnom ra¢unu te na metodama numeric¢ke analize. Postupni
razvoj geometrije uvelike je utjecao na razvoj znanosti kartografije, budué¢i da je razvoj
geometrije utjecao na evoluciju kartografskih tehnika, razvoj razli¢itih modela projekcija i
nacina njihove primjene, koordinatni sustav i orijentaciju, na¢ine mjerenja i preciznost pri
provedbi, kao i razvoj digitalne kartografije. Slijedom toga, vazno je naglasiti kako je razvoj
geometrije utjecao na razvoj brojnih drugih znanstvenih disciplina, dok je konkretno geometrija
unaprijedila nacin ¢ovjekova razmis$ljanja o razumijevanju prostornih odnosa i nac¢ina na koji
se mogu prikazati (Lapaine, 2021:2). Geometrija je zaista jedna od najstarijih grana
matematike. Prosla je dug 1 sloZen put razvoja. Od prakti¢nih potreba drevnih civilizacija do
apstraktnih koncepata moderne matematike, geometrija je uvijek bila pokreta¢ ljudske
znatizelje 1 inovacija. Njezini su temelji postavljeni jo$ u antici, a kroz stolje¢a se razvijala i
prosirivala, utjecavS§i na brojne znanosti 1 tehnologije. Povijest geometrije svjedo¢i o
neprestanom traganju covjeka za razumijevanjem svijeta oko sebe. Od empirijskih opazanja 1
prakti¢nih primjena u arhitekturi 1 mjerenju zemljiSta, geometrija se razvila u rigoroznu
deduktivnu znanost, temeljenu na aksiomima i teoremima. Njezin utjecaj proteze se daleko
izvan granica matematike, oblikujuéi razvoj fizike, astronomije, umjetnosti i mnogih drugih
disciplina. Geometrija je ne samo alat za rjeSavanje problema, ve¢ i odraz ljudske kreativnosti
1 sposobnosti apstraktnog misljenja. Merzbach 1 Boyer (2011), navode da je do kraja
devetnaestog stoljeca bilo je jasno da se ne samo sadrzaj matematike, ali i njezin institucionalni
i meduljudski okvir radikalno promijenio od ranih 1800-ih godina. Osim rasta broja
matematickih Casopisa i akademskih odjela tijekom stolje¢a, razmjena matematic¢kih ideja
uvelike je unaprijedena u razli¢itim zemljama osnivanjem nacionalnih matematickih drustava i
medunarodnih susreta matematicara, od kojih se izdvajaju Londonsko matematicko drustvo,
osnovano 1865. i Societe Mathematique de France, osnovano 1872. godine. Pocetkom 80-ih
godina 19.st. uslijedio je niz osnivanja matematickih drustava u Edinburghu, Palermu te New
Yorku. Clanovi svaki od navedenih drutava i institucija redovito su se sastajali i odrzavali

sastanke, kao 1 periodi¢ne konferencije (Merzbach 1 Boyer, 2011:548).
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4. Znanstvena istraZivanja u Korist obogaéivanja nastave geometrije
povijesnim idejama i crticama

Uklju¢ivanje povijesnih elemenata u nastavu geometrije zasigurno poboljsava
razumijevanje sadrzaja kod uc¢enika, motivaciju i kriti¢ko razmisljanje. Znanstvena istrazivanja
koja istrazuju korist obogacivanja nastave geometrije povijesnim idejama naglaSavaju mnoge
koristi takvog ukljuc¢ivanja nadina poucavanja geometrije. Istrazivanja pokazuju da povijesne
povijesnih elemenata u nastavu poti¢e uéenike na razumijevanje kako su matematicke ideje

evoluirale 1 kako su sluzile ljudskim potrebama kroz povijest.

Duji¢ (2017:455) navodi da se ,stvara dojam kako je u procesu matematickog
obrazovanja ispustena Citava povijest geometrije, koja je usko povezana s povijeséu znanosti
opcenito. Ispustanjem povijesne vaznosti, ispustila se i vaznost stjecanja geometrijskih znanja
koja primjenjujemo u svakodnevnom zivotu. Svakom budu¢em ucitelju neophodno je stjecanje
znanja i primjena znanja iz geometrije, a razlozi za to su brojni, bilo da je rije¢ o stvaranju
apstraktnog razmisljanja u djece najranije dobi, ili uporaba u svakodnevicli, ili pak razvoj
deduktivnog nacina zakljuc¢ivanja. Nacin na koji ¢e budu¢i ucitelj prenijeti ta znanja iznimno je
vazan. Zbog toga on treba geometriju poznavati i razumjeti. Mora je uciniti pristupac¢nom djeci,
kroz igru, kroz slikanje ili druge nacine, kako bi ta djeca izrasla u kvalitetne ¢lanove drustva.
RazmiSljanja 1 stavovi kako se radamo sa sposobnoS¢u za ucenje matematike ili s
nesposobnosc¢u za ucenje matematike, upravo se mogu izmijeniti kroz kvalitetno poucavanje
geometrije. Postizanje kvalitete u takvom poucavanju lezi upravo u prepoznavanju i sintezi
razli¢itih ljudskih zanimanja i znanja u kojima se geometrija primjenjuje, bilo kroz likovnu
umjetnost, kroz graditeljstvo 1 arhitekturu, ili pak filozofiju. Ucitelj uvodi djecu u svijet
obrazovanja, ali i ne u svrhu obrazovanja radi obrazovanja samog, ve¢ zato da budu¢i pojedinac
poku$a svoj zivotni prostor spoznati i u njemu sudjelovati kao pojedinac koji doprinosi
zajednici. Taj je zivotni prostor potpuno opkoljen geometrijom, stoga je neophodno obrazovati
buduce ucitelje u $to boljem poznavanju 1 razumijevanju geometrije, kako bi oni ta znanja

prenosili budu¢im naraStajima®.

Istrazivanje koje su proveli Tzanakis i Arcavi (2000) naglasava da uvodenje povijesti
matematike u nastavu povecava motivaciju ucenika jer povezuju matematicke koncepte s

kontekstima iz stvarnog Zivota i povijesnim dogadajima. Isticu da povijesni pristup pomaze
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ucenicima u razumijevanju apstraktnih geometrijskih pojmova jer im omogucava da vide kako

su te ideje razvijane korak po korak.

Istrazivanja u obrazovnoj metodologiji pokazuju da povijesni projekti i aktivnosti
povecavaju angazman ucenika. Na primjer, izrada replika povijesnih geometrijskih
instrumenata, kao $to su egipatski Sestar ili rimski kompas, omogucuje ucenicima da primijene
geometrijske principe na stvarne zadatke. Tzanakis i Arcavi (2000) predlazu projekte u kojima
ucenici istrazuju gradnju drevnih gradevina poput piramida ili rimskih mostova, ¢ime povezuju

geometriju s arhitekturom 1 povijescu.

Tome svjedoce 1 mnogobrojna istrazivanja. Gleizer (2003:2) primjerice istie kako
»upoznavanje ucenika s fragmentima iz povijesti matematike, koji su povezani S osnovama
matematike, u redovnoj i fakultativnoj nastavi, ima sljedecu svrhu: informacije iz povijesti
matematike povecavaju zanimanje ucenika za ucenje matematike i produbljuju razumijevanje
usvojenog gradiva, upoznavanje s povijesnim ¢injenicama proSiruje intelektualne obzore
ucenika, obogacuje njihovu op¢u kulturu i razvija smisao za matematiku u suvremenom drustvu
te upoznavanje mladih s povijesnim razvitkom matematike pridonosi opéim ciljevima

suvremenog drustva“.

Sam znacaj uvodenja povijesti matematike u nastavni program rezultira brojnim pozitivnim

uc¢incima, kao $to su (Fauvel, 1991:4):

1) Pomaze povecati motivaciju za ucenje;

2) Daje matematici ljudsko lice;

3) Povijesni razvoj pomaze povezati razli¢ite matematicke teme;

4) Pokazivanje ucenicima kako su se koncepti razvijali pomaze im razumijevanje;

5) Mijenja uéenic¢ku percepciju matematike;

6) Usporedbom stare i moderne metode koriStenja znanja matematike utvrduje se
vrijednost modernih tehnika;

7) Pomaze u razvoju multikulturalnog pristupa;

8) Pruza mogucnosti za daljnja istrazivanja;

9) Pomaze savladati, odnosno objasniti ulogu matematike u danasnjem drustvu i dr.

Nekoliko nacina na koji se povijest matematike moze ukljuciti u poducavanje matematike
navodi i Lascezski (1997: 6-7), pritom se pozivajuci na Rickeya (1992), a to su uvodenje novih,

dodatnih tema o matematici, povijest specificnih matematickih koncepata, povijest notacije,
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biografija znaCajnih matemati¢ara i njihovi najznacajniji citati, matematicki problemi na
temelju kojih se doslo do znacajnih matematickih poucaka i dr. Lascezski, kao i Rickey, isticu
da je poucavanje povijesti geometrije, kao i drugih grana povijesti specifi¢no, buduéi da se sami
temelji, odnosno znanost ne mijenja, ve¢ je rije¢ o znanosti koja se putem usmene predaje,
odnosno direktnog poucavanja prenosi iz generacije u generaciju te se ne mijenja, stoga je jedini
nacin njene inovativnosti u odnosu na moderna vremena u tome kako je potrebno pronac¢i nacine

poucavanja koji ¢e odgovarati danasnjim tehnikama poucavanja (Lascezski 1997:7).

Kako navode Sukru Ozdemir i sur. (2012:1177), brojni su pozitivni uc¢inci uvodenja
poducavanja povijesti geometrije, kako za ucenike, tako i za ucitelje. Kao najvazniji pozitivni
ucinci navodi se pozitivni u¢inak na motivaciju uc¢enika da ucenja, kao i §to integracija povijesti
matematike u nastavu moze posluZiti kao odgovor na pitanje uéenika zbog ¢ega je potrebno
poznavati odredeni poucak, odnosno teorem. Na primjer, uenici mogu postavljati pitanja o
povijesti odredenih metoda kalkulacije, biljezenja i rije¢i, odnosno pojedinih matematickih

termina koji datiraju u proslost.

Problematika uvodenja povijesti geometrije u nastavnom planu prepoznata je jos 1990-tih
godina, a na nju se referira i Lasczecki (1997:1), koji u svom radu navodi kako se ucitelji
matematike kontinuirano susreu s problemom pronalaska adekvatnog nacina uvodenja
povijesti geometrije u nastavni plan. Naime, u brojnim istrazivanjima, nastavnici matematike
isticu kako se susre¢u s poteSskoama kreiranja nastavnog programa na nacin da su sve
relevantne informacije predstavljene, odnosno pojasnjene ucenicima na njima dovoljno
zanimljiv nacin. UCcitelji se s tim problemom suocavaju na razliite nacine, kao Sto je
kontinuirano educiranje o novim na¢inima poucavanja, dok drugi izu¢avaju ucinak pojedinih
matematickih aktivnosti na povijesni razvoj, kao i relevantnost u danasnjem svijetu. Lascezecki
(1997:1) se u svom radu poziva na Swetza, koji je jo§ 1994. godine istaknuo kako je povijest

matematike imala puno znacajni udio u nastavnom programu nego Sto to ima danas.

Goktepe i sur. (2013:125-126) isticu kako ideja poucavanja povijesti matematike u nastavi
nije nova. Povijest matematike se kao poglavlje u nastavi ukljucuje jos od 1960.-tih i 1970.-tih
godina, no, sami naglasak o vaznosti uklju¢ivanja povijesti matematike u nastavi dolazi do
izrazaja unazad zadnjih 20-ak godina. Vaznost poucavanja povijesti su tijekom godina isticali

brojni znanstvenici, medu kojima se isticu Fauvel i Maanen (1997), Fried (2001), Liu (2003) i
dr.
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5. Prijedlozi za obogadivanje pocetne nastave matematike povijesnim
sadrzajima

Svakodnevni zivot od nas zahtjeva sluZenje geometrijskim konceptima, a da toga nuzno
nismo svjesni. Geometrija nam pomaze pri uredenju vrta, stana, kucice za pse ili ptice, pri
gradnji ograde i slicno. Mnoge profesije svakodnevno koriste geometrijske spoznaje, razliciti
znanstvenici, arhitekti i umjetnici, inZenjeri, geodeti, a to su samo neke od njih koje se

neprestano koriste geometrijskim znanjem.

U ovom poglavlju razmatraju se prijedlozi za integraciju povijesnih sadrzaja u nastavu
geometrije, s ciljem da se uéenicima omoguci dublje razumijevanje matematickih koncepata te
razvijanje kritickog misljenja i svijesti 0 povijesti geometrije. Povijesni kontekst moze
ucenicima pomo¢i da shvate ne samo kako su odredeni matematicki koncepti nastali, ve¢ i zasto
su bili vazni u svojim vremenima. Uce¢i o matemati¢arima i njihovim doprinosima, ucenici
mogu razviti osje¢aj povezanosti s matematikom kao dinami¢nom disciplinom koja se

kontinuirano razvija.

U nastavku se daju konkretni primjeri i strategije za implementaciju povijesnih sadrzaja
u redovnu nastavu geometrije. Kroz ove prijedloge cilj je potaknuti uéiteljice/e da obogate svoju

nastavu 1 poboljSaju angaZzman te motivaciju ucenika.

5.1. Kako povuéi ravnu crtu (prvi razred)

UcCenicima se postavlja pitanje kako se moZe povuéi ravna crta $to preciznije |
komentiramo zajednicki koji su sve na¢ini mogudi. Ispri¢a im se povijest ravnala u kratkim
crticama kroz kontekst kako su ljudi (u davnoj povijesti) koristili kamenje, Stapic¢e i druge
predmete koji su im bili pri ruci kako bi crtali ravne linije (buduci da tada jo$ nije postojalo
ravnalo). Takoder, u pricu o povijesti Slika 20. Mjerna Sipka od bakra
ravnala mogu se ukljuciti ¢injenice o

tome kako su ljudi, s vremenom za tu ,,Awm;:gh-w‘f‘ﬁéﬁ e

svrhu izrade ravnih linija, poceli koristiti

razli¢ite predmete od trske i drveta, a tiisti 1zvor:
o https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/f/f0/Gil

predmeti su postajali sve prakti¢niji za ded Bronze Ruler -
_1 chi_%3D_231 cm._Western_Han_%28206_BCE_-

svakodnevnu upotrebu. "CE.8%29. Hanzhong_ City.jpg
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Najstarija saCuvana mjerna Sipka je Sipka od bakra (Slika 20) koja potjece iz 2650.

godine prije Krista., a pronaSao ju je nijemac Eckhard Unger dok je iskopavao sumerski grad

Nippur u danasnjem Iraku (Slika 21).

Ravnala izradena od bjelokosti bila su u
uporabi u dolini Inda 1500. godine prije
Krista. Iskapanja u Lothalu (2400. godine
prije Krista) dala su jedno takvo ravnalo.
Anton Ullrich izumio je sklopivo ravnalo
1851. godine. Frank Hunt kasnije je izradio

savitljivo ravnalo 1902. godine.!®

Razgovor s djecom treba kod djece
osvijestiti da je ¢ovjek od davnina pokusao
dobiti ravne crte i plohe, a da to nije bilo

jednostavno, te da je u toj potrazi izradivao

Slika 21. PoloZaj grada Nippura
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Izvor: https://en.wikipedia.org/wiki/Nippur

razna pomagala, da bismo se danas naposlijetku u skoli koristili ravnalom. Rasprava takoder

moze potaknuti djecu na razmisljanje koliko je crta povucena uz pomo¢ pomagala ravnija od

one povuéene rukom te postoji li nesto savrieno ravno. Djecu se pita: Sto je ravno? Kako

napraviti ravnu crtu prostom rukom? Kako da ispadne jos ravnija? Kako su nekad ljudi dolazili

do ravnijih crta? Sto je zapravo ravno? Je li to povrsina mirnog mora ili jezera te je li to mozda

i povrsina zaledenog jezera i sl.? Znate li koja je crta ravna? Kako bi prikazali najkraci put od

svoje kuce do skole? Kojom vrstom crta? Je li zraka sunca ravna?

19 Wikipedia contributors. (2024, August 24). Ruler. In Wikipedia, The Free Encyclopedia. Retrieved 11:51,
September 3, 2024, from https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ruler&oldid=1241967958
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Dodatno, kao jedan od nacina predlaze Slika 22. Postupak dobivanja ravne linije pomocu
se pouciti djecu i napraviti zajednicki kako se uZetaikrede

crtala ravna crta bez upotrebe ravnala,
primjerice upotrebom konaca, niti, Stapova,
rubovima dasaka ili kamenja. Potrebno im je
prakticno pokazati i s njima napraviti ravne

crte.

Ravna crta moze se primjerice nacrtati
pomocu jednog konopca i malo krede.
Potrebno je konopac proc¢i kredom kako bi na
njemu ostala boja te prah same krede Sto se
naziva zidarskim konopcem (Slika 22).

Razvuce se konop kako bi bio ¢vrsto napet na

mjestu gdje zelimo dobiti ravnu crtu. Treba
biti nekoliko milimetara iznad povrsine gdje
. ) Izvor:https://www.ukoakdoors.co.uk/wp/wp-
zelimo dobiti ravnu crtu i onda se lagano trzne content/uploads/2013/02/plumbline01.gif
konop kako bi prah krede mogao pasti na povrsinu i ostaviti trag (Slika 23). Time dobivamo

nje, postupak je isti.

Slika 23. Postupak dobivanja ravne linije pomoéu uZeta i krede u prirodi

Izvor: https://www.youtube.com/watch?v=bVHt-XkWnu4&ab_channel=UltimateHandyman
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5.2. Mjerne jedinice za duljinu i mjerenje u povijesti (drugi razred)

Cilj je implementacije povijesti mjernih jedinica i samog mjerenja da ucenici osnovne
Skole razumiju mjerenje duljine te se moZe provesti u drugom razredu osnovne Skole gdje se
ucenici susrecu s procjenom, mjerenjem i crtanje duzine zadane duljine, a povezan je s ishodom
MAT OS D.2.2. u Kurikulumu nastavnog predmeta matematika za osnovne $kole i gimnazije.
Pokazivanjem kako su razni drevni i drugi narodi mjerili duljinu ucenici bolje spoznaju smisao
mjerenja i primjenjuju takve metode svakodnevno u igri, primjerice kod crtanja terena za igru
graniCara. Tako su primjerice drevni Egipc¢ani koristili metodu mjerenja Stapom prilikom

gradnje piramida. Slika 24. Mjerenje visine jedini¢nom

duljinom dlana

Pokazujemo tradicionalne odnosno prirodne
metode mjerenja uz pomo¢ tijela (npr. mjerenje
duljine palcem, laktom i sl.) ili pomocéu prirodnih
objekata (Sirina neke rijeke 1 sl.). Unutar nastavne
jedinice gdje se procjenjuje, mjeri i crtaju duZine
zadane duljine (MAT OS D.2.2.) uéenici mjere duljine
raznih objekata primjerice pomocu jedini¢ne duljine
palca ili lakta (klupa je duljine 3 lakta, vrata su visine
4 lakta, udZbenik iz matematike je duljine 6 palaca i
sli¢no). Ucenicima se zadaju razni zadatci sli¢nog tipa.
Pritom se djeca kroz vjezbu sama odlucuju kojim

dijelom tijela mjere koju duljinu, odnosno,

prilagodavaju odabir jedini¢ne mjere objektu kojega

lzvor:

myere. https://i.pinimg.com/564x/1e/fa/da/1efadae

o . 42849528f28f5a34c9c8ebe0.jpg
1. Koliko je jedini¢nih duljina lakata od tebe

udaljen Marko?
2. Jedini¢nom duljinom olovke u pernici izmjeri duljinu ploce.
3. Kaoliko jedini¢nih duljina lakata je visoka Ana?

4. Izmijeri visinu ormara mjernom jedinicom duljine svog palca.
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5. Pomocu jedini¢ne duljine konopa koji si dobio izmjeri visinu uciteljice.

Slika 25. Mjerenje udaljenosti jedini¢nom Slika 26. Mjerenje udaljenosti $kole i dvorane
duljinom slamke jedini¢énom duljinom konopa

Izvor: Izvor:
http://www.mrswideen.com/2013/04/fun-with- https://4.bp.blogspot.com/-
measurement.html MDgUY shwued/TVV5sfEn10I/AAAAAAAABZ

w/-VMGROMrmds/s320/IMG_1172.JPG

5.3. Pravi kut pomoc¢u kruZnice (treéi/Cetvrti razred)

Prilikom obrade crtanja pravog kuta (MAT OS Slika 27. Tales

C.4.1.) te obrade konstruiranja kruga i njegovih elemenata
(MAT OS C.4.3.) u &etvrtom razredu osnovne $kole crtati
pravi kut moZzemo na nacin da se izvedba poveZe s
Talesovim pouckom. Iznesemo nekoliko zanimljivih
Cinjenica o Talesu, primjerice da ga moZemo smatrati
prvim poznatim znanstvenikom starog svijeta, da je znao
izraunati visinu piramida u Egiptu i udaljenost broda od
obale, da je bio poznat po vremenskim prognozama te
predvidanju pomréine Sunca., pokazemo kako je on

izgledao (Slika 27).

Navedimo teorem i dokazimo ga (Slika 28 i
29).“Ako je AB promjer kruznice, a C bilo koja tocka
kruZnice razli¢ita od A i B, tada je trokut ACB pravi.
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Dokaz. Neka je O srediste kruznice promjera AB. Neka je CAB = a, ABC =3 1 ACB =y. Kako
je AOC jednakokracan s osnovicom AC, to je ACO  slika 28. Dokaz Talesovog teorema

= 0, a kako je BOC jednakokracan s osnovicom BC,
to je BCO = B. Slijedi y = ACB = ACO+ OCB =a+.
Konacno, iz a+f +y = 180° slijedi 2y = 180° 1
kona¢no y =90°. Kut kojemu je vrh srediste O

kruznice k zovemo sredi$nji kut kruznice k. Krakovi

a i b nekog srediSnjeg kuta aOb kruznice k sijeku
kruznicu k u dvije tocke A 1 B. Presjek kruznice k 1
aOb naziva se kruzni luk. Cesto kazemo da je aOb

(odnosno AOB) sredisnji kut nad lukom AB.

Konveksni kut kojemu vrh T lezi na kruznici k 1 ¢iji r’ 2dipd
krakovi sijeku kruznicu k u dvije to¢ke A i B zovemo d bt p= 180°
\Y.[

obodni kut kruznice k. Cesto kazemo da je ATB r’ tp= 180°
2= 180°[2

r=%

obodni kut nad lukom AB. Sada Talesov teorem o
kutu nad promjerom kruznice mozemo izreci i
ovako: Obodni kut nad promjerom kruZnice je pravi. -

Drugim rije¢ima, srediSnji kut nad promjerom kruZnice je dvostruko veéi od obodnog kuta nad

tim promjerom* (Ilisevi¢ i sur., 2007:53).

Slika 29. Dokaz Talesovog teorema u Geogebri
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Prilikom objasnjavanja Talesovog poucka o kutu nad promjerom, vazno je koristiti
jednostavan jezik i primjere koje mogu vizualizirati i razumjeti. Dokaz se moze ponuditi samo
najzainteresiranijoj djeci s tim da bismo im prethodno morali demonstrirati kako je zbroj kutova
u trokutu uvijek ispruzeni kut (izrezivanjem kutova iz trokuta i spajanjem u ispruzeni kut).
Podsje¢amo na osnovne pojmove poput kruga, srediSta kruga, kruznice, promjera, ali i
jednakokra¢nog trokuta, ako Zelimo dati ideju dokaza. Tada s njima dolazimo do pretpostavke
(koju potvrdujemo) da su kutovi uz krakove sukladni. Zajedno s djecom provedemo postupak
dokaza. Djeca nacrtaju kruznicu na papiru. Zatim nacrtaju promjer. Stave to¢ku bilo gdje na
kruznici koja nije na promjeru. Nacrtaju duzine od krajeva promjera do te toCke tako da
formiraju trokut. Sto mislite koji kut zatvaraju ove dvije duzine? (pokazujuéi na kut koji nije na
promjeru) Djeco, Tales kaze da ¢e taj kut uvijek biti pravi kut, bez obzira gdje stavimo tre¢u
tocku na kruznici. Uvjerimo se sada pomocu vasih trokuta ili ruba papira da je zaista kut pravi.
Zasto je to zaista tako? Po ¢emu bismo mogli zakljuciti da je taj kut pravi? Spojimo tocke A 1
B (Slika 28). Sto je spojena duzina kruznici? Ima li jo§ duZina koje su takoder radijus ove
kruznice? Jesu li sve tri duzine jednake duljine? Pogledajmo trokut MAB i trokut NAB. Kakva
su ta dva trokuta obzirom na duljinu stranica? Sto to znadi za kutove uz treéu stranicu
(osnovicu)? Oba kuta uz osnovicu trokuta MAB i NAB su medusobno jednaka. Sada dolazimo
do toga da znamo koji su kutovi sukladni, a prethodno smo im prikazali i zbroj kutova u trokutu

pa moZemo s njima provesti postupak prikazan na slici 28.

Objasnjavamo kako je Tales otkrio nesto zanimljivo o kutovima u kruznici. Kad god
nacrta$ trokut u kruznici tako da mu je jedna, zapravo najdulja, stranica promjer, a trec¢a tocka
bilo gdje na kruznici, kut kod te to¢ke uvijek ¢e biti pravi kut (Slika 30). ObjaSnjavanje
Talesovog teorema o kutu nad promjerom kruznice djeci u ¢etvrtom razredu moze biti zabavno

1 jednostavno ako koristimo price, crteZe i prakti¢ne primjere.
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Slika 30. Skica prijedloga za crtanje pravog kuta pomocu kruZnice

@
¥
%
p

Dokaz ovog teorema ucenicima ¢emo pojednostavniti na sljede¢i na¢in. Provedemo ga
vani na igralistu ili u pijesku. Ukoliko radimo u pijesku zabodemo S$tap u pijesak. Nacrtamo
kruZznicu uz pomo¢ Stapa i konopa (pogledati Projekt 2). Pomocu konopa i krede kao u primjeru
5.1. nacrtamo dobivenoj kruznici pravac kroz srediste i pomocu dva kamena oznac¢imo presjek
kruZnice 1 pravca (umjesto obiljezavanja kamenjem odmah je moguce odabrati troje ucenika
koji €e stati na mjesta presjeka). Uzmemo tre¢i kamen te odaberemo proizvoljno mjesto na
kruznici gdje ¢emo ga staviti $to ¢e biti vrh pravog kuta kada ga nacrtamo. Sada se odaberu tri
ucenika/ce koji ¢e stati na mjesto gdje smo postavili kamenje na kruznici. U ruke uzmu konop

te ga medusobno napnu nekoliko milimetara od tla kako bismo dobili pravi kut.

5.4. Povijest piramide (prvi razred)

Kod obrade geometrijskih tijela u 1. razredu, moZzemo spomenuti egipatske piramide 1
zahtjevnost njihove gradnje. Egipcani su piramide gradili pomoc¢u kamenih blokova. Slagali su
ih jedan do drugog te je svaki sljede¢i kat bio manji, odnosno imao manje kamenih blokova.
Upucujemo djecu kako da sama naprave piramide po obliku nalik egipatskima. Prilikom izrade
ucenici ¢e koristiti Lego kockice te ih slagati u katovima jedan na drugi dok ne dobijemo
piramidu. MoZemo se zapitati je li piramide bilo lako napraviti kao piramide od lego kockica?

Zasto je puno teze bilo napraviti prave piramide? Osim piramida, mozemo prikazati i druge
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povijesne gradevine gradene od kamenih blokova §to djeca takoder mogu napraviti pomocu

Lego kockica.

Slika 31. Primjer izrade piramida od Lego kockica Slika 32. Primjer piramida izgradenih u Egiptu

Preuzeto s: https://thumbs.dreamstime.com/b/toy-blocks-pyramid-made-plastic-isolated-white-background-

51813214.jpg

5.5. Matematicka zagonetka iz povijesti (sva Cetiri razreda osnovne $kole)

PokaZite ucenicima jednostavne matematicke zagonetke koje su koristili drevni
matematicari. Na primjer, zadaci poput zagonetke o ¢ovjeku, vuku, kozi i kupusu. U¢enicima
se prica prica. Jedan Covjek je Setao i naiSao na rijeku koju je Zelio prijeéi. Imao je ¢amac Koji
je bio malen te je njega istovremeno smio preko rijeke povesti samo jedno od njih. Ako na obali
ostavi vuka i kozu, onda ¢e vuk pojesti kozu. Ostavi li kozu i kupus, koza ¢e pojesti kupus.
Jedino u prisustvu ¢ovjeka nitko nece nikoga pojesti. Naizgled nerjesiva zagonetka, ipak ima
rjeSenje (Slika 31). Covijek svakako mora uspjeti prevesti sve njih preko rijeke, ali pitanje je

kako to moze uciniti?

Vuk ne jede kupus pa prevozZenje treba zapoceti s kozom. Na obali mogu ostati vuk i kupus
bez &ovijeka jer ne postoji opasnost da se pojedu. Covjek preveze kozu na drugu stranu obale te
se vraca sam u ¢amcu i uzima kupus te ga prevozi na drugu stranu. Pri dolasku ostavlja kupus,
ali kozu vraca sa sobom u ¢amcu. Kako na drugoj strani obale ne bi vuk i koza pojeli jedno
drugo, ¢ovjek uzima u ¢amac vuka, a ostavlja kozu te ga prevozi na obalu. Na kraju, vraca se

sam u ¢amcu po kozu te su konacno svi presli preko rijeke.

Ovo nije crtica iz povijesti matematike, ali je zabavni problem koji je prezivio stoljeca i

nasao svoje mjesto u mnogoj Skolskoj matematickoj literaturi.
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Zagonetka je stara preko 10.stolje¢a i njezine varijacije pronadene su u drevnim kulturama,
ukljucujuéi price iz folklora i knjizevnosti. Sluzi kao rani primjer problema koristenja logike i
logic¢kog zakljucivanja. Danas je to i dalje popularna vjezba logickog zakljucivanja i Cesto se
nalazi u obrazovnim materijalima. 2° Radi se o logickim zagonetkama koje bi bile primjerene
za rjeSavanje na dodatnoj nastavi iz matematike, odnosno u specijalnim trenucima kad takav
zadatak mozemo, uz detaljno objasnjenje, ponuditi u¢enicima na redovnoj nastavi kako bismo

vidjeli kako reagiraju na izazove.

Slika 33. Redoslijed rjesavanja zagonetke o ¢ovjeku, vuku, kozi i kupusu

Izvor: https://naukica.wordpress.com/2014/04/25/vuk-koza-i-kupus/

Zadatak o osam kraljica moze biti odlicna prilika za razvijanje logickog razmiSljanja 1
kreativnosti kod djece. Objasnite djeci Sto je problem 8 kraljica. To je klasiCan problem
Sahovske ploce gdje treba smjestiti 8 kraljica tako da se ne napadaju medusobno. Prikazivanje

Sahovske ploce moze pomoci djeci da bolje razumiju koncept. Podijelite djecu u male grupe da

20 Wikipedia contributors. (2024, June 3). Wolf, goat and cabbage problem. In Wikipedia, The Free Encyclopedia.
Retrieved 08:45, October 31, 2024, from
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Wolf,_goat_and_cabbage_problem&oldid=1227016411
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zajedno razmiSljaju o moguc¢im rjeSenjima. To potice suradnju i razmjenu ideja. Odrzavajte

otvorenu atmosferu gdje djeca mogu isprobavati razlicite pozicije kraljica i uéiti iz pogreSaka.

Dajte im fizicke Sahovske figure ili izradite papirnate kraljice koje mogu pomicati po ploci. To
moze uéiniti proces zabavnijim. Potaknite ih da zabiljeZze svoja rjeSenja putem crteza. Neka
svaka grupa predstavi svoje rjesenje 1 objasni kako su dosli do njega. Razgovarajte o razli¢itim

pristupima i rjeSenjima. Koje su strategije bile najuspjesnije?

Ako imaju vremena, moZete ih izazvati da pronadu viSe rjeSenja ili istraze druge sli¢ne
probleme. Ovaj pristup ne samo da ¢e pomo¢i djeci da razumiju problem, ve¢ ¢e ih i potaknuti

na kreativno razmisljanje i timski rad.

Slika 34. Primjer rjeSenja problema osam kraljica na §ahovskoj ploci

C] | e [ 1@l ] I
] [ o | [
.l [ | I [ ]
® ® @ 8l
® L o 0 |
® [ ] e @
!l @] | l e
[ ® | [] el
BRI I I . 1IN [l | | = |
& [ 5 o
L] o - | ®
B [ I [
o ® 2 ®
8 2 = . [) 5 o
] !’[_ ) (] [
® | na e e ||
] [] o [ ]
L ® L. \ | | ]| ®
| P | [ [ e ®| 11
® [ () e
] ® ® | ® |
. ® e L |
[ ] [ ] ® | @l

Izvor: https://mapmf.pmfst.unist.hr/~ani/radovi/zavrsni/Stefan-Dunic-zavrsni.pdf
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5.6. Crtanje pravokutnog trokuta pomoc¢u uzeta ili spajalica (Egipatski i Indijski trokut)

Cilj provedbe ove aktivnosti je upoznati ucenike Cetvrtog razreda osnovne skole s jos
jednim tradicionalnim nacinom konstrukcije pravog kuta, odnosno pravokutnog trokuta.
Povezuje se s ishodom MAT OS C.4.1. gdje uéenici odreduju i crtaju kut. Za sredstvo koje se
koristi pri izradi Projekta 3. — crtanja pravokutnog trokuta pomocu uzeta ili spajalica odabrane

su spajalice, ali moze biti i uze s 12 ¢vorova jednakih medusobnih razmaka.

Vremenski okvir trajanja: 2 Skolska sata (90 minuta)

Potrebni materijali: spajalice ili konop (za crtanje pravokutnog trokuta), ravnalo, olovka, papir.
1) Potrebno je spojiti svih 12 spajalica jednu za drugom u lanac.

2) Zatim prvu spajalicu poveZzemo sa zadnjom da ¢ine zatvoreni krug.

3) Sada istrazujemo kako je potrebno rasporediti spajalice tako da dobijemo pravokutan
trokut (provjeravamo trokutom je li dobiven pravi kut). Navodimo ucenike da biljeze duljine

stranica i kakav je trokut dobiven kod svake kombinacije.

4) Eksperimentiranjem s brojem spajalica i duljinom svake stranice dolazimo do zakljucka
da je potrebno redom nizati 3, 4 pa 5 spajalica da bismo dobili pravi kut, odnosnho pravokutni
trokut. Poti¢emo ucenike na raspravu 1 zakljucivanje kakve su trokute dobili. Objasnjavam da
smo ciljano uzeli dvanaest spajalica, po uzoru na konstrukciju pravokutnog trokuta kojom su
se koristili joS§ stari Egip¢ani, te se takav pravokutni Slika 35. Nizanje spajalica jedne za drugom

trokut kojemu su stranice duge 3, 4 i 5 naziva

-

egipatskim trokutom.

G L i
5) Radimo svi pravokutni trokut koristeci 7 7”'

se konopom s trinaest ¢vorova koji su svi L

ekvidistantni, simuliraju¢i originalni postupak

starih Egipcana. % 2 0,

Isti postupak mozemo ponoviti tvore¢i Indijski lzvor:
- ) . ) _ https://www.istockphoto.com/search/2/image-
trokut Cije su stranice duljine 5, 12 i 13 gdje film?phrase=chain+organization+equipment+p

moramo nizati 30 spajalica u zatvoreni krug. aper+clip
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6. Prijedlozi za projektnu nastavu matematike inspiriranu povijesnim
idejama i crticama

Obogacivanje nastave geometrije povijeS¢u moze biti zahtjevno i kompleksno, zbog
¢ega je potrebno dublje obraditi pojedine dijelove i teme. Projekt je u ,,svaki zaokruzen, cjelovit
i slozen pothvat ¢ija se obiljezja i cilj mogu definirati, a mora se ostvariti u odredenom vremenu
te zahtijeva usuglasene napore nekoliko ili ve¢ega broja ljudi, sluzbi, poduzeca i sl (Matijevié

i sur., 2011:165).

, U radu s ucenicima na matematickim projektima ne treba se opterecivati uzrastom,
nadareno$c¢u, godinama ucenja matematike ili brojem sati. S u€enikove strane dovoljna je volja,
upornost i rad. Sto se ti¢e ucitelja, njegov je zadatak prilagoditi sadrzaje, nadine rada, osmisliti
dobar metodicki pristup i aktivnosti te tako u potpunosti zadovoljiti ciljeve provodenja

projekta“ (Janes, 2006:51).

6.1. Projekt 1 — Ra¢unanje pribliZne povrsine kruga pomoc¢u povrsine kvadrata

Cilj provedbe ovog projektnog zadatka je upoznati ucenike Cetvrtog razreda osnovne
Skole s metodom pribliZnih povrSina raznih, pa i nepravilnih likova. Medu ostalima, racunala
bi se povrSina kruga. Ucenici tada ve¢ poznaju pojam povrSine kvadrata, no poZeljno je i
prosiriti znanje o povrSinama drugih likova koje ¢e uslijediti u viS§im razredima osnovne $kole.
Projekt se povezuje s ishodom MAT OS D.4.2. gdje se od uéenika oéekuje da usporeduje i

mjeri povrsine likova.
Vremenski okvir trajanja: 2 skolska sata (90 minuta)

Jo$ u davna vremena stari Grei znali su kako izracunati povrsinu kvadrata. Potaknite
ucenike na raspravu i prisje¢anje o ratunu povrsine kvadrata i pravokutnika, stavljajuci likove
u kvadratnu mrezu. Arhimed je shvatio da povrSina kruga ima sli¢nosti s povrSinom kvadrata 1
povezana je s kvadratom duljine polumjera kruga. Postoje brojne legende o Arhimedu, a jedna
od njih vezana je za njegovu smrt. KaZze da je on poginuo crtaju¢i krugove u pijesku tijekom
napada rimske vojske na grad Sirakuzu. Prema zapisu povjesniara Plutarha, Arhimed je
razmatrao odredeni geometrijski problem crtajuci u pijesku kad mu je pristupio rimski vojnik i
naredio da pode s njim do zapovjednika Marcelusa. Arhimed je bio u zaru pronalaska rjesenja
svojega problema pa je odbio i upozorio vojnika recenicom: ,,Ne dirajte moje krugove!*. Vojnik

ga je tada ubio, obzirom da je u to vrijeme takvo suprotstavljanje bilo vrijedanje Casti vojnika.
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Do danas, nije sigurno jesu li to zaista bile posljednje Arhimedove rije¢i, a upitno je 1 jesu li

bile izgovorene latinskom (Stein, 1999:2-3).

Slika 36. Arhimedova smrt

Izvor: Scriba, Schreiber, 2015:74

Ucenicima se daju jasne upute. Na ploci/papiru nacrtajte krug unutar kvadrata s
kvadratnom mrezom (Slika 37). Pitamo koliki dio kvadrata zauzima krug? Je li cijeli kvadrat
ispunjen? Zatim ga mozete smjestati u kvadratnu mrezu koja je sve finija i finija i promatrati
kvadrate unutar, odnosno brojiti koliko ih ima pa usporedivati. Objasnite da ¢emo tim putem
dobiti svaki put pribliznu povrSinu kruga, ali neCemo doé¢i do lijepog rjeSenja i veze s
polumjerom kakvu je uoc¢io Arhimed. Tu ¢ée vezu ucenici uciti kasnije, i koristiti je dalje gotovo

svakodnevno.

Slika 37. Smjestanje kruga u razli¢ite kvadratne mreze
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6.2. Projekt 2 — Crtanje kruZnice pomo¢u uZeta

Cilj provedbe ovog projektnog zadatka je gjika 38. Postupak dobivanja kruZnice pomoéu
uZeta u ucionici

upoznati ucenike tre¢ih razreda osnovne skole pri

prvom susretu sa Sestarom s metodikom crtanja
kruznice pomocu uzeta, odnosno cilj nam je da
razumiju definiciju i svojstvo kruznice te Sestara
kao i njegovu svrhu. Projekt se povezuje s
ishodom MAT OS C.3.3. gdje se udenici sluze

Sestarom u crtanju i konstruiranju.

Provedba aktivnosti crtanja kruznice
pomocu uZeta u nastavi geometrije zanimljiv je i
praktiCan nacin da ucenici Steknu dublje
razumijevanje geometrijskin pojmova, kao i
povijesnih metoda mjerenja i crtanja. Koristit
¢emo se intuitivnom, prirodnom metodom
crtanja kruznice i kruga. ZapocCnite projekt s
objasnjenjem kako su ljudi u povijesti, prije
nego S§to su izumljeni moderni geometrijski
instrumenti poput Sestara, koristili jednostavna
sredstva, kao Sto su uze, kako bi crtali
geometrijske  oblike. Objasnite ucenicima
osnovne geometrijske pojmove vezane uz
kruZnicu: srediSte, polumjer, promjer, opseg i

pojam kruznog luka.

Vremenski okvir trajanja: 4 skolska sata (180

minuta)

Materijali: UZe, Stap, kreda.

Izvor:  https://www.wikihow-fun.com/Draw-a-
1. Pri dolasku u vanjsko okruZenje, predlaze se Perfect-Circle-Using-a-Pin

koriStenje povrSine kao §to je zemlja, pijesak ili slicno. gdje se moze Stap ucvrstiti za povrsinu

gdje ¢e se zadatak izvesti. Ponovit ¢emo s ucenicima $to je krug, na nacin da ga ucenici opisu.

Ako im kazemo da stanu ukrug, ili jo§ bolje ukrug oko ucitelja/uciteljice, pokazat ¢e da
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intuitivno znaju definiciju kruga odnosno kruznice. Kruznica kao rub kruga je skup toc¢aka

udaljenih jednako od ¢vrste tocke — srediSta. Verbaliziramo to s u€enicima.

2. Pitamo ucenike kako bismo krug, odnosno kruznicu mogli nacrtati na zemlji/pijesku. Pritom
neka imaju na umu ono do ¢ega su sami dosli — zelimo dobiti trag na konstantnoj udaljenosti

od odabrane tocke. Ukoliko sami ne dodu do ideje, pokazujemo im $tap i uze.

3. Realiziramo ideju. Stap mora biti &vrsto zaboden za zemlju, a uZe uévri¢eno jednim krajem
oko njega. Na drugi kraj stavimo ucvrstimo slobodni Stap ili kredu, ovisno o podlozi. Pri
konstrukciji jedan od ucenika, drze¢i nategnuto uze, hoda oko ¢vrstog Stapa, dok onime na

drugom kraju obiljezava trag po kojem hoda Stapom ili kredom.

Ovaj primjer projektnog zadatka moze se izvesti u unutarnjem okruzenju (Slika 38).
Radimo li u razredu bit ¢e nam potreban papir, manji pluteni ¢ep ili plutena podloga (moze i
stiropor), jedna pribadaca, konop te olovka. Postupak je isti za oba prostora, ali materijali se

razlikuju.

Potaknite uc¢enike da razmisle o iskustvu $to su naucili o geometriji i povijesti, te kako se
ove jednostavne metode mogu povezati s modernim alatima, konkretno Sestarom.
Demonstrirajte uporabu Sestara, i potaknite ucenike da ju objasne, vode¢i se iskustvom crtanja
kruZnice uz pomo¢ konopa. Ova jednostavna metoda zaista je kroz povijest koriStena prilikom

gradnje kruznih oblika.

6.3. Projekt 3 — Prepoznavanje geometrijskih tijela i likova u povijesnim gradevinama

Cilj provedbe ovog projektnog zadatka je razvijanje ucenickih znanja 1 vjeStina da
prepoznaju geometrijska tijela i likove u povijesnim gradevinama. Nastavno na prethodne
projektne zadatke kod kojih je cilj bio educirati u¢enike o drevnim geometrijskim metodama,
ovim projektnim zadatkom nastoji se posti¢i da djeca samostalno prepoznaju te likove u
realnom svijetu. Projekt se moze provesti ve¢ u prvom razredu osnovne Skole prvi susretu
u¢enika s geometrijskim tijelima te likovima povezano s ishodom MAT OS C.1.1. Za materijale
koji se koriste prilikom izrade ovog projektnog zadatka predlazu se slike, odnosno fotografije
pojedinih povijesnih gradevina, kao §to su primjerice Eiffelov toranj, Keopsova piramida,

Katedrala Notre Dame u Parizu, dvorac Neuschwanstein u Njemackoj 1 brojni drugi.

Vremenski okvir trajanja: 2 Skolska sata (90 minuta) — nekoliko dana
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Slika 39. Prijedlozi povijesnih gradevina za projekt 6

it
oo ;‘llsﬂ

Izvor: Wikipedija: Katedrala Notre Dame, Pariz (2024)

Izvor: 1deja putovanja.hr — Eiffelov toranj u Parizu (2024)
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lzvor: Hrvatska turisticka zajednica

Potom, po pokazanim slikama, uc¢enicima se daje da probaju iz drvenih ,.kockica* kojima
se djeca igraju pokusaju prikazati videne gradevine. Naravno, djeca ¢e raditi ,,replike razli¢itih
veli¢ina, pritom odabiruéi elemente za koje smatraju da su adekvatnog oblika, uciti se kroz

konstrukciju simetrijama i statici konstrukcije.

U projektu zasebno mozemo izdvojiti gradevine svrstane u svjetska ¢uda i 0 svakom

ispricati nekoliko zanimljivosti. Time projekt moZe trajati krace ili dulje. Kao i u prethodnom
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sluéaju, zabavimo se s djecom na nacin da im damo da drvenim geometrijskim tijelima rade

replike prikazanih gradevina.

6.4. Projekt 4 - Tangram

Cilj provedbe ovog projektnog zadatka je upoznati ucenike nizih razreda osnovne skole
s tangramom 1 njegovim obiljezjima, kao i §to je cilj razviti dodatne motori¢ke vjestine djece

prilikom koristenja tangrama, jedne od najpoznatijih slagalica.

Tangram je nastao u Kini, negdje u 18. stoljecu. Trgovackim je brodovima prenesena u
Ameriku i Europu u 19. stolje¢u. Tangram se sastoji od sedam tangram — plo¢ica, odnosno pet
pravokutnih trokuta, jednog kvadrata i jednog paralelograma zadanih omjera veli¢ina. U Kini
su ga smatrali zabavom za Zene te djecu, a kasnije je u Europi, za vrijeme Prvog svjetskog rata,
postala vrlo zanimljiva. Istrazujuéi povijest tangrama postoje razne legende o njegovom
nastanku, no najpopularnija je ona o staklaru i kralju, iako se ne zna koja je legenda zaista

istinita jer je to¢na povijesna pri¢a nepoznata“ (Gusi¢, 2019:34).

Legenda kaZe kako je tada Kinom vladala dinastija Song te je ,,car od najspretnijeg
staklara u carstvu narucio da izradi staklenu plocu oblika kvadrata koja je trebala posluZiti kao
prvi prozor na carevu dvoru. Nakon §to je vjeSto odradio posao, staklaru je preostao osjetljivi
dio zadatka da prijede dugacak put kako bi dostavio staklenu plocu cijenjenome caru. Nakon
duga i zahtjevna puta, staklar je napokon dosao na vrh planine s koje se protezao pogled na
carevu palacu. Sretan $to se njegov put bliZio kraju, staklar je pohitao prema palaci, spotaknuo
se o kamen 1 skotrljao niz planinu. Svileni rupci 1 koZni ogrtaci omotani oko staklene ploce nisu
je mogli zastititi od takvoga pada. Na veliku zalost, ploca se razbila, no na iznenadenje vrsnoga
staklara nije se razbila u komadice, nego u sedam jasnih dijelova. PokuSavajuci sastaviti plocu
u originalni kvadratni oblik, staklar je primijetio da tih sedam dijelova moze presloziti u razne
zanimljive figure. DoSavsi na carev dvor odlucio je iskoristiti nesre¢u kako bi uz pomocé
razbijenih komada stakla caru pokazao put koji je prosao. Prikazao mu je svoj dom, devu koju
je sreo u pustinji, brod koji je plovio rijekom, pa ¢ak i planinu s koje je pao. Caru se ova igra
toliko svidjela da se danima nije odvajao od sedam staklenih plocica. I tako je, umjesto prvog
prozora, car dobio zanimljivu igru — tangram® (Gusi¢, 2019:34-35). Ova istaknuta legenda

jedna je od brojnih, a djeci se moze po potrebi ispri¢ati jedna ili viSe njih ovisno o interesu.
Vremenski okvir trajanja: 2-3 skolska sata (90-135 minuta)
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Slika 40. Tangram

Izvor: Seven Boards of Skills (2024)

Prije pocetka provedbe ovog projektnog zadatka, predlaze se da se ucenicima da
slobodno vrijeme (kra¢i vremenski interval) kako bi upoznali tangram, njegovom povijescu,
njegovim geometrijskim oblicima i kako bi imali nekoliko minuta da sloze likove i predmete
prema vlastitom nahodenju. Potom, u aktivnom radu s uciteljima, predlaze se koriStenje igara:
Tko moze najbrze sloziti odredeni lik? Tko moze sloziti najvise razlicitih oblika od tangrama,
a tko moze sloziti oblik od odredenog broja oblika tangrama? Na iducoj slici prikazani su oblici
koji se mogu dobiti upotrebom tangrama, a cilj je da se provedbom takvih igara kod ucenika
poticu geometrijski zor, geometrijsko misljenje, kao i §to se dodatno doprinosi razvoju njihovih
motoric¢kih vjestina. Uéenicima prvog i drugog razreda pokazali bismo siluete likova u stvarnoj
veli¢ini koja se moze sloziti iz njihovog tangram seta, dok bismo ve¢im ucenicima pokazivali

siluete u proizvoljnoj velic¢ini, §to ¢ini zadatak zahtjevnijim.

Slika 41. Oblici koji se dobivaju igrom tangrama

( amel ;' s ALEArO0

Izvor: Seven Boards of Skills (2024)
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6.5. Projekt 5 — Izrada i primjena geoploce

Geoploca geometrijsko je pomagalo koje je napravio i popularizirao Caleb Gattegno,
matematicar i pedagog roden 1911. godine u Aleksandriji, Egiptu. Gattegno je bio poznat po
svojim inovativnim pristupima u obrazovanju, osobito u poducavanju matematike i jezika. U
1950-im godinama, dok je radio na razvoju metoda za poucavanje matematike koje su temeljene
na vizualnim i prakticnim aktivnostima, osmislio je geoplo¢u kao alat za istraZivanje
geometrijskih oblika i odnosa. Gattegnova ideja bila je stvoriti jednostavan alat koji bi
omogucio u¢enicima da istrazuju geometrijske koncepte kroz manipulaciju i eksperimentiranje.
Geoploca je brzo postala popularna zbog svoje jednostavnosti i u¢inkovitosti u poducavanju

apstraktnih geometrijskih koncepata na vizualan na¢in (Cizmesija i sur., 2012:26-27).

Tijekom 60-ih i 70-ih godina proslog stoljeca, geoploca je postala standardni dio
matematickog obrazovanja u mnogim zemljama, a posebno u osnovnim Skolama. Njena
uporaba je podrzana i kroz razli¢ite obrazovne reforme koje su naglasavale vaznost
razumijevanja koncepta, a ne samo memoriranja formula. Geoplo¢a je omogucila uéenicima da
kroz igru i eksperimentiranje sami otkriju zakone geometrije, Sto je pridonijelo dubljem
razumijevanju matematickih pojmova. Danas se geoploce koriste diljem svijeta u razli¢itim
oblicima, a unato¢ tehnoloskim napredcima, fizicke geoploce i dalje su popularne zbog svoje
taktilne prirode koja omogucuje ucenicima da izravno manipuliraju oblicima i bolje razumiju
prostor i geometrijske odnose (Cizmesija i sur., 2012:35-36). Jasno je da je izvorno osmisljena
kao jednostavno pomagalo za poducavanje geometrije, ali je s vremenom je postala neizostavan
alat u matematickom obrazovanju. Njena povijest odrazava evoluciju obrazovnih metoda, od

tradicionalnog pristupa do suvremenih, interaktivnih i vizualno usmjerenih metoda ucenja.

Ucenici mogu i izraditi svoju geoplocu koju ¢e kasnije koristiti u nastavi matematike za
ucenje, istrazivanje i eksperimentiranje. Potrebno je osigurati komad daske ili druge tvrde
podloge, onoliko ¢avli¢a (ili ¢epi¢a) koliko Zele da ima njihova geoploca te cekic ili ljepilo
ovisno §to su odabrali ¢avlice ili ¢epice. Potrebno je jo$ imati nekoliko gumica raznih veli¢ina
koje ¢e koristiti na svojoj geoploc¢i za dobivanje raznih oblika te geometrijskih likova. Geoploca
je izrazito korisno pomagalo za predocavanje oblika i razumijevanje za njih vezanih pojmova
kao $to su sukladnost, sli¢nost, rotacija, translacija, zrcaljenja, zatim mjerenja povrsina i sli¢no.

Ovdje ju istiCemo jer uz njenu pomo¢ mozemo provoditi aktivnosti konstrukcije kruznice i
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pravokutnog egipatskog i indijskog trokuta koje smo naveli (konstrukcija kruznice je ovdje

priblizna). Vremenski okvir trajanja: 2 Skolska sata (90 minuta) — nekoliko dana

Slika 42. Geoploca

Izvor: Magi¢no drvce: Igracke za djecu (2024)

6.6. Projekt 6- Biografije velikih matematicara

Ucenici mogu istraziti Zivot 1 rad velikih matemati¢ara poput Pitagore, Euklida,
Arhimeda, Talesa i ostalih te ih nakon toga izloZiti drugim ucenicima u razredu te potaknuti
diskusije 1 medusobni razgovor. Zadatak ucenika bilo bi istraZivanje biografija, pisanje kratkog
izvjestaja, izrada prezentacija, plakata ili ¢ak dramatizacija kljucnih trenutaka u Zivotima tih
matematicara. Cilj projektnog zadatka je motiviranje ucenika kroz pri¢e o osobnim izazovima
I uspjesima matematiCara te razumijevanje njihovih doprinosa matematici na razini na kojoj je

to moguce u 4. razredu osnovne Skole..
Vremenski okvir trajanja: 4 tjedna

6.7. Projekt 7 — Matematika — putovanje kroz vrijeme

Ucenici Cetvrtog razreda osnovne Skole mogu kreirati vremenske lente ili kapsule koje
prikazuju razvoj matematickih ideja kroz razlicite povijesne epohe, od Egipta, Sumerana, preko
srednjeg vijeka, do renesanse i modernog doba. Zadatak bi bio prikupljanje informacija, izrada

plakata, prezentacija ili ¢ak digitalne prezentacije koje prikazuju matemati¢ke spoznaje, metode
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1 klju¢ne licnosti iz razli¢itih razdoblja. Cilj projekta je povezivanje matematickih ideja kroz

povijest i razumijevanje kako su se one razvijale i utjecale na drustvo.
Vremenski okvir trajanja: 1 tjedan — 4 tjedna

6.8. Projekt 8 - Izracun visine piramide (Cetvrti razred)

Projekt izracuna visine piramide moguce je ve¢ objasniti i u¢enicima nizih razreda
osnovne $kole u sklopu dodatne nastave, obzirom da ovakav projekt izlazi izvan okvira

kurikuluma, a moguce ga je provesti u ¢etvrtom razredu osnovne skole.

Ucenicima se objasni nac¢in na koji je Tales izra¢unao visinu Keopsove piramide u
Egiptu pomocu uzeta i sjene piramide, pri ¢emu mu je od koristi bilo Sunce. Promatrao je sjenu
piramide te sjenu koju je stvaralo njegovo tijelo te je doSao do zakljucka da ¢e duljina sjene
piramide biti jednaka visini piramide u trenutku kada duljina njegove sjene (koju ¢ini Sunce) 1

njegova budu jednake (Udovici¢, 2019:31).

Slika 43. Prikaz odnosa visine piramide i njene duljine sjene s Talesovom visinom i njegovom sjenom koja

se prikazuje djeci te se pomoc¢u nje sluZe pri sli¢nim izra¢unima

piramida /| \
// Tales @
// \\\ i
visina . d;jléj:;q = Talesova , chjxlllg:\(:e
piramide * piramide - visina °* sjene

Izvor: Udovici¢, 2019: 31

Tales je dosao do zakljucka da onoliko puta koliko je njegova visina ve¢a od duljine
njegove sjene, toliko je isto puta visina Keopsove piramide veca od duljine sjene piramide.
Navedeno je uzetom izmjerio na sljede¢i nacin: duljina uzeta jednaka je duljini Talesove sjene.

Potom, pomocu uzeta izmjerio je koliko je puta sjena piramide dulja od Talesove. Problem koji
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se pojavio prilikom mjerenja je taj Sto se duljina sjene piramide treba izmjeriti od sredisSta baze

piramide, kojeg nije moguce izmjeriti. Tales je predlozio rjeSenje za taj problem. Naime,

pomicanjem sjene piramide pomice se i linija koja povezuje srediSte baze piramide i njen

pripadajuéi vrh. Utvrdeno je da u trenutku kada ta linija bude usporedna s osnovicom baze, dio

sjene koji se nalazi unutar piramide bit ¢e iste duljine kao i polovica osnovice baze (Udovici¢,

2019: 31-32).

Uvodni zadatak za u¢enike moze biti pronaci visinu Stapa uz pomoc¢ visine drugog Stapa

i njegove sjene, ili visinu ucenika, visinu stabla, ili primjerice visinu rasvjetnog stupa. Potrebno

je iza¢i na suncan dan zajedno s u€enicima ispred Skole te izmjeriti duljinu sjene stupa kao i

svoje sjene. Zapisemo ih te izmjerimo svoju visinu. Sada metodom koju smo iznijeli (Slika 40)

izraCunamo visinu stupa (Slika 44 i 45).

Slika 44. i 45. Primjer zadatka za izracun
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6.9. Projekt 9 - Povijest mjerenja vremena

Potrebno je zapitati se zaSto uopce dajemo prijedlog mjerenja vremena te kakve on ima
veze s nastavom geometrije. Povijest mjerenja vremena i geometrija su usko povezane na
nekoliko nacina. Mjerenje vremena Cesto se temelji na astronomskim fenomenima, kao §to su
gibanje Sunca, Mjeseca i zvijezda. Geometrija igra klju¢nu ulogu u odredivanju tih ciklusa, jer
se oni opisuju uocavajuci geometrijske oblike i odnose. Jedan od prvih na¢ina mjerenja vremena
bio je pomocu suncanih sati, koji koriste geometriju da bi odredili vrijeme na temelju sjene koju
baca vertikalna Sipka na podlogu. Kut pod kojim sunceva svjetlost pada i1 duZina sjene su
geometrijski koncepti, kao i sama ideja suncevog sata (Rohr, 2012). U geometriji, kruznice su
vazan koncept, a mnogi alati za mjerenje vremena, poput satova, koriste kruzne mehanizme
primjerice kotacice. Geometrijska nac¢ela omogucuju razumijevanje tih mehanizama i njihovu
izradu. Razvoj koordinatnih sustava i kartografije takoder bio je povezan s mjerenjem vremena,
konkretno u navigaciji. Za navigaciju je bila bitno odredivanje precizne lokacije, a to se moglo
raznim geometrijskim i astronomskim tehnikama, ili kombinacijom s preciznim mjerenjem

vremena.

U drugom razredu osnovne $kole radi se vrijeme i mjerenje vremena. MoZemo ga bolje
pribliziti djeci prikazuju¢i im kako se vrijeme mjerilo u povijesti. U¢enike upitamo ,,Kako biste
izmjerili vrijeme i pomoéu &ega da ste Zivjeli u dalekoj povijesti?, Sto bi za vas bio jedan dan
ili primjerice jedan sat te kako bi to objasnili? Sto su dan i no¢? Koliko je to sati i zasto bas
toliko? “.

Slika 46. i 47. Sunéani sat

https://en.wikipedia.org/wiki/Sundial https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=Fc
vstZluAJI&ab_channel=RoyalObservatoryGreenwich
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Povijest mjerenja vremena predstavimo pocevsi od koriStenja sun€anih satova kod
Sumerana kao mjerne jedinice za protok vremena, Slika 48. Suniani sat pomocu Stapa i
pri ¢emu suncani sat koristi polozaj Sunca nanebu  kamenja
kako bi se odredilo vrijeme u danu, a isto se i djeci
moze predociti crtezom, odnosno vizualizacijom
(Slika 46 i 47). Ljudi su proteklo vrijeme mjerili u
pocetku Stapovima zabodenim u zemlju, a kamenje
poredano oko Stapa je oznacavalo polozaj sjene

koja se tijekom dana kretala u krug. Suncani sat

jedan je od prvih izumljenih satova prije otprilike

5000 godina u Egiptu. Sadrzi pokaziva¢, gnomon,
Izvor:

¢ija sjena pokazuje koliko je sati. Danas ih srecemo

o ] o ] __ https:/ivrtic-cira-

jos ponegdje, najcesce na starim zgradama. Kasniji  cara.hr/Dokumenti/Suncani_sat_i_sjene_1.5.2

020.pdf
Slika 49. Pjescani sat Slika 50. Vodeni sat

narodi poznavali su razne
vrste sun¢anih satova te
se sluzili i vodenim te

pjes€anim satovima.

»Etnolozi  pokazuju
koliko su snazno ostali
ukorijenjeni raniji
nacini mjerenja
vremena u kontekstu
ljudskoga djelovanja.
Na Madagaskaru,

primjerice, i dalje

postoji vremenska 1zvor:
jedinica  koja  znaCi https://proofreadingpal.com/proofreading-pulse/professional-writing/what-

.. . tense-should-i-use-in-writing/
vrijeme koje je potrebno

da  se skuha riza https://nova-akropola.com/mozaik/zanimljivosti/ktesibije/
tevrijeme koje je potrebno da se ispe¢e skakavac (Koselleck, 2019:304-305). Cak i osnovni
kronometri naprednih civilizacija, koji su odredivali protok vremena opadanjem razine materije
(pijeska ili vode) i dalje su prilagodavani izvrSenju konkretnih radnji —mjerili su duljinu

propovijedi ili odredivali vrijeme molitve ili su, poput Ciceronova vodenog sata (Slika 50),

65


https://proofreadingpal.com/proofreading-pulse/professional-writing/what-tense-should-i-use-in-writing/
https://proofreadingpal.com/proofreading-pulse/professional-writing/what-tense-should-i-use-in-writing/
https://nova-akropola.com/mozaik/zanimljivosti/ktesibije/

mjerili duljinu obracanja poroti tijekom sudenja“ (Koselleck, 2019:304-305). Uz to, ljudi su se
od davnina bavili poljoprivredom i uzgojem pa im je tako mjerenje vremena bilo nuzno kako

bi znali koliko ¢e vremena proci da sazrije odredeni plod (primjerice jabuka).
Ucenici mogu samostalno, uz nadzor ucitelja, izraditi suncani sat na nekoliko razlicitih nacina.

Suncane dane i sjene iskoristimo za objasnjavanje kretanja Sunca te uCenje strana svijeta.
Potrebno je ujutro po dolasku u $kolu iza¢i s ucenicima van te jedan ucenik moze stati na
dogovoreno mjesto koje obiljezimo kredom kao 1 obris sjene koju baca njegovo tijelo. Vracamo
se na isto mjesto po mogucnosti svaki sat i iscrtamo djetetovu sjenu te objasnimo kako se
mjegova sjena pomice kako s Sunce Slika 51. Sunéani sat izraden prema gotovom predlo$ku
krece od istoka prema zapadu.

Time u Skolskom dvoristu
stvaramo suncani sat, a po UzZOru na
njega radimo s djecom proporcionalne
model, ili dajemo djeci model s tim da

moraju izvrsiti samostalno provjeru

mjerenja i pozicioniranje

Izvor: https://www.facebook.com/human.sundial

sata.Razgovorom rezimiramo da su u

trenutku izlaska Sunca sjene izduzene i usmjerene prema zapadu, dok penjanjem Sunca prema

Slika 52. PredloZak za izradu sun¢anog sata Slika 53. Izrada sun¢anog sata

lzvor: lzvor:

https://www_facebooklCom/human_Sundia| ht’[ps://WWW.facebOOk.C0m/human.SundiaI

zenitu sjene se skracuju (zenit je tocka na nebeskoj sferi, najvisa iznad horizonta). Najkrace su
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kada je Sunce u zenitu i usmjerene prema sjeveru, a pomicanjem Sunca prema zapadu postaju

sve dulje i usmjerene prema istoku.

Slika 54. i 55. Sunéani sat u §kolskom dvoristu

Izvor: https://www.facebook.com/human.sundial
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7. Zakljucak

Geometrijski zadaci 1 istaknuti projektni zadaci su izvrstan nacin da ucenici u 0osnovnoj
Skoli razviju mastu, logi¢no razmisljanje i vjeStinu rjeSavanja problema. Kroz praktican rad s
oblicima i prostorom, u¢enici bolje razumiju svijet oko sebe i postaju precizniji i uporniji. Takav
rad s konkretnim je primjeren dobi razredne nastave, ¢ini srz iskustvenog, aktivnog ucenja.
Geometrijski projekti povezuju ono $to uce u Skoli s onim §to vide u stvarnom Zivotu. Kako
istrazivanja pokazuju da povijesni sadrzaji obogacuju nastavu matematike opcenito i posebno
geometrije, na na¢in da pridonose razumijevanju geometrije kao i motiviranosti za ucenje,
ovakvi zadaci i projekti u kojima se provlaci nit povijesnog otkri¢a posebno su pozeljni u
razrednoj nastavi.

Slijedom svega navedenog i na temelju iznesenih teorijskih, kao i prakti¢nih spoznaja,
moze se istaknuti kako je potrebno da ucitelji matematike, poc¢evsi od nizih razreda osnovne
Skole implementiraju moderne tehnike poucavanja u svoj rad, a sve kako bi u¢enicima priblizili

povijest matematike te ih motivirali za u€enje geometrije, kao i matematike opcenito.
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